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etil 0’y aura qu’h chercher une valeur de / qui, étant substituée dans les
quantités P, Q, R,..., les rende toutes positives; en commencant par la
derniére de ces quantités, laquelle n’aura que deux termes, et remontant
successivement aux quantités précédentes, on délerminera facilement le
plus petit nombre entier qui pourra étre pris pour /, et qui sera la limite
la plus proche cherchée.

Si Pon voulait éviter tout titonnement, il n'y aurait qu’a prepdre pour /
te plus grand coefficient des termes négatifs de ’équation (F) augmenté
d'une unité; car il est facile de prouver qu’en donnant a  cette valeur,
les quantités P, Q, R, ... seront toujours positives.

Cette maniere d’avoir la limite des racines d’'une équation quelconque
est due, je crois, & Maclaurin;' mais en voici une autre gui donnera le
plus souvent des limites plus approchées.

Soient

_M‘},‘r-—m‘_‘_ UJ"'_EWEJ”_"-- cy

les termes négatifs de I'équation (F); on prendra pour  la somme des
deux plus grandes des quantités

Ve, Vv Ve,

ou un nombre quelconque plus grand que cette somme. Cette proposi-
tion peut se démontrér de la méme maniere que la précédente; ainsi
nous ne nous y arréterons pas.

Au reste, il faut observer que les limites trouvées de 'une ou de ["autre
de ces deux manidres seront rarement les plus prochaines limites; pour
en avoir de plus petites on essayera successivement pour / des nombres
moindres, et I'on prendra le plus petit de ceux qui satisferont aux con-
ditions que P, Q, R,... soient des nombres positifs.'

13. Scorrk ll. — Ayant done trouvé la limite 7 des racines de Féqua-
tion (F), et pris & égal ou immédiatement plus grand que v7, on fera
I

A=+ (10), et I'on substituera successivement dans I’équation proposée,

iI. - no
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a la place de Vinconnue, les nombres

1 2 3 )

I A
les résultats venant de ces substitutions formeront une série dans la-
quelle il y aura autant de variations de signe que V'équation proposée
contiendra de racines réelles positives et inégales, et de plus chacune de
ces racines se trouvera entre les deux résultats consécutifs qui seront de

b1

: e . h .
signe différent, de sorte que s les nombres = et — donnent des résul-

. . . . h i
tats de signe contraire, 1l y aura une racine entre 7 et P

par COnNSe-

quent le nombre entier qui approchera le plus de % sera la valear entiere
approchée de cette racine (2.

Ainsi Pon connaitra, par ce moyen, non-seulement le nombre des ra-
cines posilives et inégales de 'équation proposée, mais encore la valeur
entiere approchée de chacune de ces racines.

Au reste, il est clair que si I'on trouvait un ou plusieurs résultats
égaux h zéro, les nombres qui auraient donné ces résultats seraient des
racines exactes de I’équation proposée. -

Pour faciliter et abréger ce caleul, on fera encore les remargnes sui-
vantes :

/* Si I'on cherche par les méthodes des numéros précédents la limite
des racines positives de I'équation pro posée, il est clair quiil sera inutile
&'y substituer & la place de Vinconnue des nombres plus grands que cette
limite; en effet, il est facile de voir quen substituant des nombres plus
grands que cette limite on aura toujours nécessairement des résultats
positifs. Ainsi, nommant % 1a limite dont il $'agit, le nombre des substi-
futions 4 faire sera égal A&, et par conséquent toujours funité.

En général, sans chercher la limite 2, 11 suffira de pousser les substi-
tutions jusqu’a ce que le premier terme de I'équation, ou la somme des
premiers termes, sl y en a plusieurs consécutifs avee le méme signe +,
soit égale ou plus grande que la somme de tous les termes négatifs; car
il est facile de prouver, par la méthode du n° 7, qu'en donnant  Vincon-
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nue des valeurs plus grandes on aura toujours & 'infinl des résultats
positifs.

. . . . . 1 2
2% Au lieu de substituer i la place de I'inconnue = les fractions P

xo. . - 4
on y mettra d’abord & alaplace de «, ou, ce qui revient au méme, on

multipliera le coeficient du second terme par £, celui du troisizme terme
par £, et ainsi des autres, et I"on y substituera ensuite a la place de x
les nombres naturels o, 1, 2, 3,..., jusqu’a la limite de cette équation,
ou bien jusqu’a ce que le premier terme, ou la somme des premiers,
quand il y en a plusieurs consécutif;a!vec le méme signe, soit égale ou
- plus grande que la somme des négatifs; par ce moyen, les résultats se-
ront tous des nombres entiers, et les racines de 'équation proposée se
trouveront nécessairement entre les nombres consécutifs qui donneront
des résultats de signe contraive, ces nombres étant divisés par £, comme
nous I'avons vu plus haut.

3° Soit m le degré de I'équation dans laquelle il s'agit de substituer
successivement les nombres naturels o, 1, 2, 3,...; je dis que, dés qu'on
aura trouvé les 7 —+1 premiers résultats, ¢’est-h-dire ceux qui répondent
& x=o0,1, 2,...,m, on pourra trouver tous les suivants par la seule
addition.
~ Pour cela, il n’y aura qu’a chercher les différences des résultats trou-
vés, lesquelles seront au nombre de m, ensuite les différences de ces dif-
férences, lesquelles ne seront plus quau nombre de m —1, et ainsi de
suite jusqu'i la différence m.

Cette derniere différence sera’ nécessairement constante, parce que
Pexposant de la plus haute puissance de I'inconnue est m; ainsi, on
pourra continuer la suite des différences /" aussi loin qu’on voudra,
en répétant seulement la méme différence trouvée; ensuite, par le moyen
de cette suite on pourra, par Ia simple addition, continuer celle des dif-
férences {m —r1)*", et, 4 P'aide de celle-ci, on pourra continuer de
méme la suite des différences (m — 2)%, et ainsi'de suite, jusqu’a ce
que I'on arrive i la premiere suite, qui sera celle des résultats cherchés.

Il est bon d’observer ici que, si les termes correspondants des diffe-
7a.
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ventes suites dont nous parlons étaient tous positifs, les termes suivants
dans chaque suite seraient tous aussi positifs. Or, puisque la dernibre
différence est toujours positive, il est elair qu'on parviendra nécessaire-
ment dans chaque suite i des termes tous positifs; ainsi, il suflira de
continuer toutes ces suites jusqu'a ce que leurs termes correspondants
soient devenus tous positifs, parce qu'alors on sera sir que la série des
résultats, continuée aussi loin qu'on voudra, sera toujours positive, et
que par conséquent elle ne contiendra plus aucune variation de signe.
Pour éclaircir cecl par un exemple, soit proposée 1'équation
& — 63x +18g = o;

on trouvera d’abord que les résultats qui répondent & z =o, 1, 2, 3,...,
sont 18g, 127, 71, 27, d'oit Uon pourra tirer les différences premisres

— 62, — 56, — 44, les différences deuxiemes 6, 12, et la différence
troisieme 6; ainsi, on formera les quatre séries suivantes
6 6 6 6 6 6 6...,
6 I2 13 24 30 36 42. .0,
— B2 —56 —44 —26 — 3 28 64...,
189 127 n1 27 1 — 1 27. ..,

dont la loi est que chaque terme est égal & la somme du terme précédent
de 1a méme série et de celui qui y est au-dessus dans la série préecedente;
de sorte quil est trés-facile de continuer ces séries auss loin qu’on
voudra.

Or, la derniére de ces qualre séries sera, comme on voit, celle des ré-
sultats qui vienngnt de 1a substitution des nombres naturels o, ¥, 2...., '
a la place de @ dans 'équation proposée, et comme les termes de 1a sep-
titme colonne, savoir 6, 42, 64, 27, sont tous positifs, il s’ensuit que les
termes suivants seront tous aussi positifs, de sorte que la série des résul-
tats, continuée aussi loin qu’on voudra, n’aura plus aucune variation de |

signe.

14. RemarQUe. — On avait déjh remarqué que I’on pouvait trouver la
valeur approchée de toutes les racines réelles et inégales d’une équation
quelconque en y substituant successivement, a la place de I'inconnue,
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différents nombres en progression arithmeétique; mais cette remarque ne
pouvait pas étre d'une grande utilité, faute d’avoir une méthode pour
déterminer la progression qu'on doit employer dans chaque cas, en
sorte que I'on soit assuré qu’elle fasse connaitre toutes les racines réelles
et inégales de 'équation proposée. Nous en sommes heurensement venu
4 bout & Paide du Probleme du n° 8.

Au reste, nous verrons encore ci-apres d'autres usages de ce méme
Probleme par rapport aux racines égales et imaginaires.

§ . — De la maniére d’avoir les racines égales et imaginaires

des équations.

15. Nous n’avons considéré dans le paragraphe précédent que les ra-
cines réelles et inégales de 'équation proposée (B); supposons mainte-
nant que cette équation ait des racines égales; dans ce cas, il faudra (11)
que I'équation (D) soit divisible autant de fois par ¢ qu’il ¥ aura de com-
binaisons de racines égales deux a deux: par conséquent, i} fuudra qu'il
y ait dans cefte équation (D) autant des derniers termes qui manquent;
ainsi, on connaitra d’abord par ce moyen combien de racines égales il y
aura dans la proposée.

Or, puisque dans le cas des racines égales on a nécessairement u = o
(8), I'équation (C) du méme numéro donnera pour ce cas Y = o; ainsi,
il fandra que les deux équations en &, X = 0 et Y= o, alent lieu en
méme temps lorsque x est égal 4 une quelconque des racines égales de
I'équation (B). ¥

On cherchera done, par les méthodes connues, le plus grand commun
diviseur des deux polynomes X et Y, et, faisant ensuite ce diviseur égal -
égal & zéro, on aura une équation qui ne sera composée que des racines
égales de la proposée, mais élevées b une puissance moindre de unité.

Soient R le plus grand commun diviseur de X et de Y, et X, le quo-
tient de X divisé par R, 1l est facile de voir que 1'équation X, == o con-
tiendra toutes les mémes racines que U'équation proposée X = o, avec

cette différence que les racines multiples de celte équation seront simples
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dans 'équation X, = 0; ainsi, Uéquation X, = o sera dans le cas des
méthodes précédentes.

On peut encore, si I'on veut, trouver deux équations séparées, dont
'une contienne seulement les racines égales de V'équation X = o, et

“dont V'autre contienne les racines inégales de la méme équation. Pour

cela, il 0’y aura qu'a chercher encore le plus grand commun diviseur des
polynomes X, et Y, et, nommant ce diviseur R,, on prendra le quotient
de-X, divisé par R, lequel étant nommé X,, on fera ces deux éguations

X,==0 et R, =o.

La premiere contiendra seulement les racines inégales de Uéquation
X = o, et 1a seconde contiendra seulement les racines égales de la méme
équation, mais chacune une seule fois; de sorte que les deux équations
X, = o et R, == o nauront que des racines inégales, et par conséquent
seront susceptibles des méthodes du paragraphe précédent.

16. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles tant inégales
qu'égales de 'équation proposée, si ce nombre est moindre que le degré
de I'équation, on en conclura que les autres racines sont nécessairement
imaginaires. '

En général, pour que I'équation (B) ait toutes ses racines réelles, il
faut que les valeurs de u soient réelles aussi; donc il faudra que les va-
leurs de &2 ou de ¢ soient toutes réelles et positives; par conséquent, I'e-
quation (D} du n° 8 doit avoir toutes ses racines réelles et positives; done
il faudra, par la régle connue, que les signes de cette équation soient
alternativement positifs et négatifs; de sorte que, si cette condition n'a
pas lieu, ce sera une marque sire que 'équation (B) a nécessairement

- des racines lmaginaires.

Or, on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre pair,
et qu'elles peuvent se mettre deux & deux sous cette forme

G(‘FBV’:'_I., a—@\/:,

« et 3 étant des quantités réelles; donc on aura

=20y —1,
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et par conséquent

: v=—4f

d’otr I'on voit que I'équation (I} aura nécessairement autant de racines

réelles négatives qu'il y aura de couples de raeines imaginaires dans

'équation (B). ‘
Done, si 'on fait ¢ = - w, ce qui changera I'équation (D) en celle-ci

(G} W — g bt — e - =0,

cette équation aura nécessairement autant de racines réelles positives
qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans I'équation (B).

Done, si dans I'équation (G) il n’y a qu'un seul changement de signe,
I"équation {B) n'aura que deux racines imaginaires (7).

17. 1l suit du numéro précédent que, pour avoir la valeur des racines
imaginaires de I'équation (B}, il 0’y a qu’a chercher les racines réelles
positives de Péquation {G). En effet, soient o/, o”, w”,... ces racines,

Voo e’ Ju —_—
on aura d'abord *—, !Z—s ‘Ta pour les valeurs de 8; ensuite, pour

trouver les valeurs correspondantes de «, on substituera, dans I’équa-
tion (B), & + By —1 & la place de x, et U'on fera deux équations sépa-
rées des termes tous réels et de ceux qui seront multipliés par v—1; de
cette maniere on aura deux équations en « de cette forme

™+ Pa™' + Qa2 +.1.=o,

(H) Ht—1 —2
me" '+ pamt g am T+, =0,

dans lesquelles les coeflicients P, Q,..., p, 4,... seront donnés en a, &,
¢,...eten B,

Done, si 'on donne a § quelqu’une des valeurs précédentes, il faudra
nécessairement que ces deux équations alent lieu en méme temps, et par
conséquent il faudra qu’elles alent un diviseur commun. On cherchera
done leur plus grand commun diviseur, et, le faisant égal a zéro, on
aura une équation en « et 3, par laquelle, {3 étant connu, on trouvera «.

1l est bon de remarquer que si toutes les valeurs de § tirées de I"équa-

tion (G) sont inégales entre elles, alors & chaque valeur de § il ne pourra
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répondre qu'une seule valeur de «; donc, dans ce cas, les deux équa-
tions {TI} ne pourront avoir qu'une seule racine commune, et par consé-
quent leur plus grend commun diviseur ne pourra étre que du premier
degré.

On poussera done la division jusqu'a ce que 'on parvienne a un reste
i ol a ne se trouve plus qu’a la premiere dimension, et I'on fera ensuite ce
reste égal & zéro, ce qui donnera la valeur cherchée de .

Mais si, parmi les valeurs de 8 tirées de- équation (G}, il y en a, par
exemple, deux d’égales entre elles, alors, comme 4 chacune de ces va-

leurs égales de £ il peut répondre des valeurs différentes de «, il faudra
qu'en mettant cette valeur double de £ dans les équations (H) elles
& : puissent avoir lieu par rapport 4 I'une et & autre des valeurs de « qui y
répondent; ainsi, ces deux équations auront nécessairement deux racines

communes, et par conséquent leur plus grand commun diviseur sera du
second degré. 1l faudra done, dans ce cas, ne pousser la division que
jusqu’a ce qu’on arrive i un reste olt « se trouve i la seconde dimension
seulement, et alors on fera ce reste égal & zéro, ce qui donnera une
équation du second degré par laquelle on déterminera les deux valeurs
de «, lesquelles seront nécessairement toutes deux réelles.

De méme, s'il y avait trois valeurs égales de 3, il faudrait, pour trou-

ver les valeurs de « qui répondraient A cette valeur triple de 8, ne pous-
ser 1a division que jusqu’a ce que I'on parvint a un reste oh la plus haute
puissance de =z ft la troisieme; et alors, faisant ce reste égal 4 zéro, on

aurait une équation en « du troisieme degré, laquelle donnerait les trois
i valeurs réelles d8 « correspondantes 3 la méme valeur de £, et ainsi de

suite.

§ UL — Nouvelle méthode pour approcher des racines des

] , . équations numériques.

18. Soit I'équation

{a} Azt +Bamr - Cam ...+ K=o,

4

et supposons quon ait déja trouvé par la méthode préeédente ou autre-
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ment la valeur entiere approchée d'une de ses racines réelles et posi-
tives; soit cette premiere valeur p, en sorte que I'on ait
x>p el x<p-41;
on fera )

.Z':p—i-%)

et, substituant cette valeur dans I'équation proposée, i la place de «, on
aura, apres avoir multiplié toute 'équation par y™ et ordonné les termes
par rapport 3 ¥, une équation de cette forme

{h) ANy By~ 4+ Cym2q-. ..+ K =o.

Or, comme, par hypothese, ;7 =0 el <1, on aura y > o; done équa-

t1on (&) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande que
T'unité.

On cherchera done par les méthodes du § I la valeur entibre approchée
de cette racine, et, comme cette racine doit étre nécessairement positive,
1l suffira de considérer y comme positif (4).

Ayant trouve la valeur entiére approchée de y, que je nommerai ¢, on
fera ensuite

1
}’—Q'!‘E-)

et, substituant cette valeur de ¥ dans I'équation (&), on aura une troi-
sieme équation en z de cette forme

(e) Algm e B L Qg K=o,

laquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande que
I'unité, dont on pourra trouver de méme la valear entiere approchée.
Cette valeur approchée de z ¢tant nommée r, on fera
I
=z

ETE R A ey
[A3

et substituant on aura une équation en w qui aura au moins une racine
réelle plus grande gue 'unité, et ainsi de suite.
k. 71
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En continnant de la méme maniere, on approchera toujours de plus
en plus de la valeur de la racine cherchée; mais, s'il arrive que quel-
gqu'un des nombres p, ¢,... goit une racine exacte, alors on aura x =p
ouy=4g,...,et T'opération sera terminée; ainsi, dans ce cas, on trouvera
pour x une valeur commensurable.

Dans tous les autres cas la valeur de la racine sera nécessairement in-
commensurable, et 'on pourra seulement en approcher aussi pres gquon
voudra. -

'19. Si Iéquation proposée a plusieurs racines réelles positives, on
pourra trouver, par les méthodes exposees dans le § T, a valeur entiere
approchée de chacune de ces racines; et nommant ces valeurs p, p', p*, .. s
on les emploiera successivement pour approcher davantage de la vraie
valeur de chaque racine; il faudra senlement remarquer :

1° Que si les nombres p, p', p’,... sont tous différents Uun de Pautre,
alors les transformées {b), (¢}, ... du numéro précédent n’auront chacune
qu’une seule racine réelle et plus grande que I'unité; car si, par exemple,
Péquation () avait deux racines réelles plus grandes que 'unité, telles
que ¥’ et y”, on aurait done

I ‘ I
x:p+—, el x:P—f‘??

de sorte que ces deux valeurs de x auraient la méme valeur entidre
approchée p contre Phypothese; il en serait de méme si éguation (c},
ou guelqu'une des suivantes, avait deux racines réelles plus grandes
que 'unité. '

De la il s’ensuit que, pour trouver dans ce cas les valeurs entiéres
approchées g, r,... des racines des équations (), (€),..., il suffira de
substituer suceessivement & la place de y, z,... les nombres naturels po-
sitifs 1, 2, 3,... jusqu’a ce que Fon trouve deux substitutions consécu-
tives qui donnent des résultats de signe contraire (63

2¢ Que s'il y & deux valeurs de « qui aient la méme valeur entiere
approchée p, alors, en employant cette valeur, les équations (B), [¢],...

auront chacune deux racines réelles plus grandes que l'unité, jusqu’a ce
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que 'on arrive & une équation dont les deux racines plus grandes que
I'unité atent des valeurs entisres approchées différentes; alors chacune
de ces deux valeurs donnera une suite particulibre d’équations dont cha-
cune n’aura plus qu'une seule racine réelle plus grande que Punité.
En effet, puisqu’il y a deux valeurs différentes de = qui ont la méme
valeur entiere approchée p, ces deux valeurs seront représentées par
T

P+ 5 de sorte qu'il faudra que y ait nécessairement deux valeurs

réelles plus grandes que I"unité; or, si ces deux valeurs de y ontla méme
valeur approchée ¢, il faudra de nouveau qu'en faisant y == ¢ + g: z ait
deux valeurs différentes plus grandes que 'unité, et ainsi de suite.

Mauis, si les valeurs entieres approchées de y étaient différentes, alors,
nommant ces valeurs g et ¢/, on ferait y =g -+ ;- ety =¢q -+ i; et 1l est
clair que z, dans I'une et I'autre de ces deux suppositions, n’aurait plus
qu’une seule valeur réelle plus grande que unité; autrement les valeurs
de ¥, aulieu d’étre seulement doubles, seraient triples ou quadruples, etc.

Done, quand on sera parvenu i une transformée dont les deux racines
plus grandes que Punité auront des valeurs entieres différentes, alors les
autres transformées résultantes de chacune de ces deux valeurs n’auront
plus gqu'une seule racine plus grande que P'unité; par conséquent on
pourra trouver la valeur entiére approchée de ces racines en y substi-
tuant simplement les nombres naturels 1, 2, 3,... jusqu’a ce que Uon ait
deux substitutions qui donnent des résultats de signes contraires {6).

On peut faire des remarques analogues sur le cas o1 il y avrait dans
I'équation (&) trois racines ou davantage, qui auraient la méme valeur
enlitre approchée.

20. Nous avons supposé (18) que les racines cherchées étaient posi-
tives; pour trouver les négatives, il 0’y aura qu’a mettre — « & la place
de x dans I'équation proposée, et I'on cherchera de méme les racines po-
sitives de cette derniére équation; ce seront les racines négatives de la
proposée (4.

Quant aux racines imaginaires, qui sont toujours exprimées par

E 71.
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%+ fy—1, nous avons donné, dans le § I, le moyen de trouver les
équations dont o et § sont les racines; ainsi il o'y aura qu’a chercher les
racines réelles de ces équations, et I'on aura la valeur de toutes les ra-
cines imaginaires de I'équation proposée. ‘

21. Pour faciliter les substitutions (18) dep+—;.— au lieu de @, de

¢+ < au lieu de ¥,..., il est bon de remarquer que les coeflicients de la
¥ .

transformée (b} peuvent se déduire immédiatement de ceux de I'équa-
tion {a) en cette sorte

A=Apr+ Bpt 4 Cpri e Dprt .,

B = mAp— +{m—1)Bp =+ {m— 2)Gpm -

(m—1i){m—2]

Bpr—t+...,

On aura de méme ceux de la transformée (¢} par ceux de la transfor-
mée (b) en mettant dans les formules précédentes ¢ a la place de p, A",
B’, C’,... ala place de A', B, G,...., et A, B, (... ala place de A, B,
..., et ainsi de suite.

De la il est évident que fe premier coefficient A’, ou A’, ou..., ne sera
jamais nul, & moins que le nombre p, ou ¢, ou..., ne soit une racine
exacte, auquel cas nous avons vu que la fraction continue se termine A
ce nombre (18). En effet, si A’= o0, ou A”==0, 0u..., On aura y ==,
ouz==%,0u...,doncxr=p,ouy=gq, oU...

22, Soient dope p, ¢, 1, 5, ¢,... les valeurs entibres approchées des
équations (a), (), (€),..., en sorte que 'on ait
i

I 1
-’I-':P—f-;a _}‘:q—'r—za Z:“F’—{—L—ts---a

et, substituant successivement ces valeurs dans celle de @, on aura

I
x::p+

q +
r—

1
I

§+.
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Ainsi la valeur de z, c’est-h-dire de la racine cherchée, sera exprimée
par une fraction continue. Or, on sait que ces sortes de fractions donnent
toujours I'expression la plus simple, et en méme temps la plus exacte
qu’il est possible, d'un nombre quelconque soit rationnel ou irrationnel.

M. Huygens parait étre le premier qul ait remarqué cette propriéié
des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les fractions
les plus simples, et en méme temps les plus approchantes d'une fraction
queleonque donnée (voyes son Traité De Automato planetario).

Plusieurs habiles Géomeires ont ensuite développé davantuge celte
théorie, et en ont fait différentes applications ingénieuses et utiles; mais
on n'avait pas encore pensé, ce me semble, & s'en servir dans la résolu-
tion des éguations.

23, Maintenant, si 'on réduit les fractions continunes

I

P I
Pty P
q g+ 1

g1

en fractions ordinaires, on aura, en faisant

- o ==, o=,
f=ga+1, P=gx=yg,
y=rf+a y=rp+do,
d=sy +B8, & =sy +§F,

on aura, dis-je, cette suite de fractions particulieres

& B ¥ )
— Er R e T R
:x." ls,' [ &

14

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vrale valeur de x,
et dont la premiére sera plus petite que cette valeur, la seconde sera plus
grande, la troisieme plus petite, et ainsi de suite; de sorte que la valeur
cherchée se trouvera toujours entre deux fractions consécutives quel-
congques; ¢’est ce qu’il est aisé de déduire de la nature méme de la frac-
tion continue d’oll celles-ei sont tirées.

&
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Or, il est facile de voir que les valeurs de

e, B, y.,. O T - 7% P
sont toujours telles que
Ba—al =1, By —yF =1 87 —y¥ =1
d'on il s’ensuit:
° Que ces fractions sont déja réduites a leurs moindres termes; car,

siyety, par exemple, avaient urt commun diviseur autre que P'unité, il
faudrait, en vertu de 'équation

By —yB =1,

que l'unité fit aussi divisible par ce méme diviseur;
2° Qu’on aura

p_e_ v B_y _ ot S _¥_ f .
ﬁl & o Br’ [3; YJ —_ ﬁ: }‘I’ & },r — yral’ ’
de sorte que les fractions
x B
79 Fa }’"

ne peuvent jamais différer de la vraie valeur de 2 que d’une quantité res-
pectivement moindre que '
1 I 1
pva-T R e L B i TR
«f By vy .
d’o@1 il sera facile de juger de la quantité de lapproximation.
En général, puisque # > o', ¥ > §,..., on aura

¥ I 1 1
TR FEy
d’ot1 I'on voit que Uerreur de chaque fraction sera toujours moindre que
{'unité divisée par le carré du dénominateur de la méme fraction;
3° Que chaque fraction approchera de la valeur de @, non-seulement

plus que ne fait aueune des fractions précédentes, mais aussi plus que

ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque qui aurait un moindre
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dénominateur. En effet, si la fraction %, par exemple, approchait plus

que la fraction i,, g" étant > u’, il faudrait que la quantité E;se trouvit

0
entre ces deux }J—‘I, et g; done
RN S N O S
:,J'r yf ~ 5 ./r ,r.'ar ~ M

done

I3

wY =<5 <t et o,

ce qui ne se peul.

. [+ 4 ~ . . . .
24. Les fractions i B, g—,n -+ peuvent étre appelées fractions prinei-

ﬁ!
pales, parce qu’elles convergent le plus qu'il est possible vers la valeur
cherchée; mais, quand les nombres p, ¢, 7,... different de I'unité, on
peut encore trouver d’autres fractions convergentes vers la méme valeur,

et qu'on appellera, si 'on véut, fractions secondaires.
Par exemple, si r est > 1, on peut entre les fractions f et ;"'—,, qui sont

loutes deux moindres que la valeur de «, insérer autant de fractions se-
condaires qu'il y a d’unités dans 7 — 1, en mettant successivement 1, 2,
3,..., r—1 au lieu de r. De cette maniere, a cause de y =78+ « et
¥ = rfi’ + o/, on aura cette suite de fractions

% B+ a 23 + o 33+ = P+
W+ 3+ R4

dont les deux extrémes sont les deux fractions principales %; :}"7, et dont

les intermediaires sont des fractions secondaires.
Or, si 'on prend la différence entre deux fractions consécutives quel-

25+ ot I+

P 35 on trouvera

conques de cette suite, comme entre

» de sorte que cette différence sera toujours positive

.
(2B + )3 +a)
et ira en diminuant d’une fraction & Vautre; d'oli 1l ’ensuit que, comme




