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i Nowveana Mémoires de I Académie rovale des Sciences ot Belles-Lettres
de Berlin, année 1772.)

1l semble que les Analystes aient toujours regardé comme vraie celte
proposition, que loutes les racines imaginaires des équations peuvent se
réduire a la forme

A+By—1,

A et B étunt des quantités réelles; mais ce n’est que dans ces derniers
temps qu’on est parvenu a la démontrer d’une maniere rigoureuse et
génerale.

La premiere démonstration qu'on ait donnée de ce beau Theoreme est
celle qui se trouve dans les Memotres de cette Académie pour I'année
1746, et qui est due a M. d'Alembert. Cette démonstration est tres-ingé-
nieuse et ne laisse, ce me semble, rien i désirer du coté de U'exactitude;
nais elle est indirecte, -¢tant tivée de la considération des courbes el des
suites infinies, et elle porte naturellement a croire qu’on peut arriver au
méme but par une analyse plus simple, fondée uniquement sur la théorie
des equations. En effet, comme le radical imaginaire \'—1 peut avoir in-
différemment le signe + ou —, il est clair que s'il y a dans une équation

quelconque une racine qui soit représentée par’A + B v—1, il devra y
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en avoir en méme temps une autre qui le soit par A —By—1; ainsi
chaque facteur imaginaire tel que z — A — B V=1 sera toujours accom-
pagné du facteur correspondant z — A + B y—1, en sorte que le produit
de ces facteurs sera

x?— 2Ax + A*+ B,

qui est un facteur du second degré tout réel.

Dot il suit que toute équation pourra se décomposer en des facteurs
réels du premier ou du second degré. Or cette proposition parait de na-
ture & pouvoir étre démontrée par les seuls principes de la théorie des
equations, et il est clair qu'il suffit pour cela de prouver que toute équa-
tion d'un degré plus haut que le second peut toujours se partager en deux
autres équations dont les coefficients soient des quantités réelles. Clest
Pobjet que M. Euler s’est proposé dans les savantes recherches qu’il a
données, dans les Mcmoires de 1749, sur les racines imaginaires des
¢quations. Il y considére séparément le cas ou I'exposant de I'équation
est une puissance de 2, et celui ol cet exposant est une puissance de 2
multipliée par un nombre quelconque impair; et dans ce dernier cas il
trouve que toute équation du degré 2”m (m étant un nombre impair)
peut étre divisée par une équation du degré 2" dont le coefficient du
second terme soit déterminé par une équation d’un degré impair, la-
quelle aura par conséquent toujours une racine réelle. De 1a M. Euler
conclut d’abord que les coefficients des autres termes auront aussi des
valeurs réelles, parce qu'il suppose qu'en éliminant successivement les
puissances de ces coefficients plus hautes que la premiere, & Paide des
différentes équations de condition qu’on aura entre tous les coefficients,
on puisse toujours parvenir a déterminer les coefficients dont il s’agit
par des fonctions rationnelles de celui du second terme. Cette réduction
parait en effet toujours possible en général; il se trouve néanmoins des
cas particuliers ol elle ne saurait avoir lieu, et dans lesquels par consé-
quent la démonstration de M. Euler sera insuffisante ; mais ceite démons-
tration est surtout insuffisante & I'égard du premier cas, oi le degré de
I'équation proposée est supposé étre une puissance de 2.
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La résolution de ce cas paraitd’abord beaucoup plus difficile; car lors-
qu'on cherche a diviser une équation du degré 2" par une autre équation
d’un degré inférieur quelconque, on parvient toujours i des équations
de degrés pairs pour la détermination de ses coefficients; de sorte que
pour pouvoir s'assurer que 1'un de ces coelficients sera réel il faut que
I’équation dont il dépend ait son dernier terme négatif. Quand on dé-
compose une équation du quatrieme degré, dont le second terme est éva-
noui, en deux autres du second degré suivant la méthode de Descartes, on
trouve que les coefficients des seconds termes de ces diviseurs sont don-
nés par une équation du sixieme degré, dont le dernier terme est essen-
tiellement négatif, étant égal a un carré affecté du signe —. Cette obser-
vation a porté M. Euler & penser que la méme chose pourrait avoir lieu
dans toute équation dont le degré sera une puissance de 2, et ol1 le second
terme sera pareillement évanoui, lorsqu’on cherchera a la décomposer en
deux autres d’un degré moindre de la moitié. M. Euler taiche de démon-
trer, par la nature méme des racines de I'équation qui doit servir a déter-
miner les coefficients des seconds termes de ces diviseurs, que cette équa-
tion aura toujours pour dermier terme un carré avec le signe négatif;
mais il faut avouer que son raisonnement est peu concluant, ainsi que
M. le chevalier de Foncenex I'a déja remarqué dans le premier volume
des Miscellanea Taurinensia, et comme nous le montrerons encore avec
plus de détail dans ce Mémoire.

Cette raison a méme engagé 'habile Géométre dont nous venons de
parler a prendre’ un autre chemin pour parvenir 4 une démonstration
exacte du méme Théoréme, et Pon ne saurait disconvenir que celle qu'il
a donnée dans le volume cité n’ait I'avantage de I'élégance et de la sim-
plicité; mais, d'un autre coté, elle est aussi sujette & quelques-unes des
difficultés qui ont lieu dans celle de M. Euler, et qui viennent de ce
qu'on y suppose fuussement que des que I'un des coefficients d’un divi-
seur d’une équation quelconque est reel, tous les autres doivent I'étre
aussi.

1) parait donc, par tout ce que nous venons de dire, que le Théoreme
dont il s’agit n’a pas encore été démontré d'une maniére aussi directe et
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aussi rigoureuse qu'on pourrait le désirer. Comme je me suis depuis
quelque temps particulierement appliqué i perfectionner la théorie des
équations, jai cru devoir aussi m’attacher & la discussion d’un point si
important de cette théorie : c’est I'objet que je me suis proposé dans ce
Mémoire. En suppléant 4 ce qui manque 2 la démonstration de M. Euler,
je tacherai de faire en sorte qu'il ne reste plus de difficulté ni d’incerti-
tude sur cette matiere,

1. Onsait que toute équation d’un degré impair a nécessairement une
racine réelle positive si son dernier terme est négatif, ou une racine réelle
négative si son dernier terme est positif, et de plus que toute équation
d’un degré pair a nécessairement deux racines réelles, I'une positive et
Iautre négative, lorsque son dernier terme est négatif.

Ces Théorzmes sont si connus, que nous ne croyons pas devoir nous
arréter & les démontrer; il est vrai que la démonstration qu’on en donne
ordinairement est peu naturelle, étant tirée de la considération des lignes
courbes; mais nous en avons donné ailleurs une plus directe, déduite des
seuls principes de la composition des équations [voyes les Mémoires pour
Pannée 1767 (*)].

Hors les cas précédents on n’a point encore de caractere général par
lequel on puisse reconnaitre & prior: si une équation a des racines réelles
ou non. Nous nous proposons de donner dans une autre occasion nos re-
cherches sur ce point, qu’on peut regarder comme un des plus impor-
tants de la théorie des équations.

2. Cela posé, il est d’abord clair que toute équation d’un degré impair
telle que

zmH — Agm 4 Bar—i— Camta-,, . — K=o

pourra s’abaisser 2 un degré moindre d’une unité, ¢'est-a-dire au degre
pair immédiatement inférieur.
Car, comme on est assuré que cette équation doit avoir une racine

(*) OEuvres de Lagrange, t. 11, p. 541.
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réelle, si 'on dénote cette racine par @, on aura

@ — A -+ Bam' — Ca - — K=o,

done
K = @ — Aazm - Bazm—| — Cazm—z R

ce qui étant substitué dans 'équation précédente, on aura celle-ci
L g A-fxl’"— a¥ + B‘.z”"“— ar—"y — C(x:m—z__a:m—z. +...— o0,
laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci
r—a=o,
x4 ig—Aizv '+ 1@ —Aa+ Bt (@ —Aa*+ Ba— C) x4 =o0.

Ainsi il sulfira de considérer les équations de degrés pairs.

H N N 5 L H FAT AP
3. Soit done proposée I'équation générale
z" — Azxn= 4 Bt — Caxm ...+ K =03

il s'agit de prouver que cette équation, lorsque m est un nombre pair
plus grand que 2, peut toujours se décomposer en deux autres équations
dont les coeflicients soient des quantités réelles.

Supposons que

zt— Ma— + N2 — P+ .. .+ V=0

soit un des facteurs de 'équation dont il s’agit; Pautre facteur sera de Ia
forme
am=t — Mmoo Nigm—r=? — Plym—r=3 4+ =0,
et pour déterminer les coefficients M, N, P,..., M', N', P',..., qui sont
au nombre de 7, il n'y aura qu'h multiplier ces deux facteurs ensemble,
et égaler ensuite chaque terme du produit au terme de I'équation pro-
posée dans lequel  aura le méme exposant; on aura par la m équations
qui serviront & déterminer tous les coefficients inconnus des facteurs
SuUpposes.
On peut aussi considérer simplement le facteur

o — M= - Nam—2 — P2+,

61,



484 SUR LA FORME DES RACINES IMAGINAIRES

et remarquer que, comme il doit diviser exactement I'équation proposée,
si Lon fait la division i la maniére ordinaire et qu’on la pousse jusqu’a
ce qu'on parvienne & un reste ol 'inconnue # monte a des puissances
moindres que x*, et qui par conséquent ne puisse plus donner des puis-
sances entiéres de x dans le quotient, ce reste devra étre nul de lui-
méme, et indépendamment de la valeur de x; de sorte que, désignant

ce reste par
[ e At TR - ¥ R e H T

il faudra qu’on ait i la fois les équations

lesquelles, étant au nombre de n, serviront & déterminer les n coeffi-
cients indéterminés M, N, P,..., V du facteur proposé.

4. Telles sont les méthodes qui se présentent naturellement pour dé-
composer une équation quelconque en deux autres de degrés inférieurs;
mais pour notre objet il n’est pas nécessaire d’exécuter cette décomposi-
tion, il suffit de faire voir qu'elle est possible sans tomber dans des quan-
tités imaginaires.

Or si I'on suppose que dans les équations qui renferment les indéter-
minées M, N, P, ... on élimine toutes ces indéterminées hors une quel-
tonque, par exemple M, on aura une équation finale en M qui montera
a un degré d’autant plus élevé que le nombre de ces équations sera plus
grand, et la question se réduira 3 savoir : 1°si cette équation aura au
moins une racine réelle; 2° si les valeurs des autres indéterminées N,
P,... correspondantes & cette racine seront réelles aussi.

5. Quant a la premiere condition, on ne peut étre assuré de son exis-
tence que lorsque I'équation finale sera d’un degré impair, ou d’un degré
pair, mais avec le dernier terme négatif (1). A I'égard de la seconde, elle
parait d’abord une suite nécessaire de la premiere; car, comme on a entre
les indéterminées M, N, P, Q,... autant d’équations qu’il y a de ces indé-
terminées, il semble qu’on puisse toujours par les méthodes ordinaires
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de ’é¢limination parvenir a exprimer, par des fonctions rationnelles d’une
quelconque de ces indéterminées, les valeurs de toutes les autres; auquel
cas il est clair que les valeurs de celles-ci seront nécessairement réelles
des que la valeur de celle-1a sera réelle.

C'est en effet ce que la plupart des Analystes ont toujours supposé, et
sur quoi M. Euler et M. le chevalier de Foncenex ont fondé principale-
ment leurs démonstrations du Théoreme dont il s’agit. Mais quoique
cette proposition soit vraie, en général, il se trouve cependant des cas ol
elle devient absolument fausse, comme nous 'avons déja fait voir dans
le n° 102 de nos Reflexions sur la résolution algebrique des equations (*).

Supposons en effet qu’on soit parvenu par des éliminations réitérées
4 une équation entre les indéterminées M et N de la forme

PN—Q=o,
Q

P et Q étant des fonctions rationnelles de M; on aura donc par Iy N = P’
en sorte que N sera toujours réelle des que M le sera; mais s'il arrive que
la valeur réelle de M soit telle, que les quantités P et Q s'évanouissent i la
fois, on aura N= g, ce qui ne fera rien connaitre; dans ce cas il sera
done douteux si & la valeur réelle de M répond une valeur réelle de N
ou non; en eflet, I'expression indéterminée qu'on trouve pour N est
une marque que cetle quantité ne peut pas étre donnée simplement
par une équation du premier degré, mais qu'elle doit dépendre d’une
equation d'un degré supérieur, en sorte qu'a la méme valeur de M puis-
sent répondre différentes valeurs de N.

6. Pour éclaircir ceci par un Exemple, je suppose qu’on ait 'équation
du quatrieme degré
2 —Axr*+Bz*—Cx +~D=o,
et qu’on veuille la décomposer en deux du second degré, représentées par

x*—Mx +~N =o,

z'— Mz + N =o;

\*) OEuvres de Lagrange, t. 1, p. 381,
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on trouvera, en comparant le produit de ces deux-ci terme & terme avec
celle-la, ces quatre équations

M-+M=A\,
MM'+~N-+N=B,
MN' +NM'=C,
NN'=D.

La premiére et la derniere donnent d’abord

M=A—M,
N':%,

et ces valeurs étant substituées dans les deux autres, on aura

D

M(A-—M)-s—N-&-—N:B,
¥+N(A—M)=C,

lesquelles serviront a déterminer M et N.
Supposons qu’on veuille exprimer N par M, on multipliera la pre-
miére par M, et on en retranchera la seconde, ce qui donnera

M2{A —M)+2MN—AN=BM —C,
d’ou 'on tire '
_ C—BM+AM—M®

N A—2aoM

et cette valeur de N, étant substituée dans 'une quelconque des deux
équations précédentes, donnera une équation finale en M qui montera
au sixieme degré.

Maintenant je remarque que si 'une des racines de cette équation se

. . A , . . AB A
trouve égale 2 —, et qu'on ait en méme temps C=— — g cette
2 2
valeur de M donnera N = %; et pour trouver la véritable valeur de N dans

ce cas il faudra reprendre les équations o N montait au second degré,
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lesquelles, en y faisant

AB Al
M=2 .
2

se réduiront a cette équation unique

D Az
N+N:B—z-9
savoir
L (A .
Ne o+ (_4 —B)N—(—D_—o,

laquelle est, comme on voit, du second degré, et donnera par conséquent

deux valeurs différentes de N répondantes a la méme valeur de M = —:-

D’od I'on voit qu’il ne suffit pas d’étre assuré que I'équation en M a
nécessairement une racine réelle, pour pouvoir I'étre aussi que le facteur

x*— Mx+N=o
sera réel, puisqu’il peut arriver que le coefficient N soit imaginaire, ce
qui aura lieu dans le cas que nous venons d’examiner si

(/i;*-’ —B)' = 4D <o.

. A .
7. Au reste, il est bon de remarquer que la valeur — de M sera néces-

sairement une racine double de I’équation en M; c’est de quoi on peut
se convaincre 4 priori par cette considération que, comme les deux fac-

teurs
22— Max +~N=o, ’—Mzxr+N=o

sont semblables, les coefficients correspondants M et M’ doivent étre les
racines d’une méme équation, ainsi que les coefficients N et N'; ce qui
est d’ailleurs évident par les équations mémes qui servent & déterminer
ves quatre quantités, et qui sont telles, qu'elles demeurent les mémes en
y changeant M en M’ et N en N'. Ainsi, comme on a trouvé M'=A —M,
il s’ensuit que I'équation en M devra étre telle, que si M est une de ses
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. . . A
racines, A—M en soit une aussi; done. lorsque M = ~ les deux ra-

cines M et A— M deviendront égales.

On peut encore prouver la méme chose par la nature méme de I'équa-
tion en M; car pour avoir cette équation il n’y aura, comme nous I'avons
dit, qu'a substituer I'expression générale de N trouvée ci-dessus, et que

nous désignerons, pour plus de simplicité, par %, dans I’équation
D
M(A—M)+N+ N=B’
ce qui donnera, en otant les fractions,
Q*—(B—AM 4+ M*)QP +-DP: =,
olt
P=A—2M et Q=C—BM+ AM:— M~

Maintenant il est clair que si I'on a en méme temps P =0 et Q = o, non-
seulement I'équation précédente aura lieu elle-méme, mais aussi sa diffé-
rentielle, qui sera

2QdQ+ (A —2M)QPdM — (B — AM + M*)(QdP + PdQ) + 2DPdP = o;
d’ol1 il S’ensuit que la racine M = % sera nécessairement une racine
double.

8. Comme la voie de I'élimination est trés-longue, et que d'ailleurs
elle ne pourrait jamais conduire qu’a des résultats particuliers, il faudra
tacher de découvrir & priori le degré et la nature de I'équation par la-
quelle la quantité M devra étre déterminée, ainsi que la nature des fonc-
tions qui exprimeront les valeurs des autres quantités N, P, Q,... en M.

Pour cela on considérera que, puisque I'équation

z" — Mar—t - Nyn—2— . =0
est supposée étre un facteur de ’équation proposée

" — Azt + Bamt— Cam=3 4., .= o,
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il faudra qu’elle soit formée du produit de » facteurs simples pris parmi
les m facteurs simples de celle-ci; de sorte que comme le nombre des
manieres différentes de prendre » choses parmi un nombre de choses
égal & m est exprimé, suivant la théorie des combinaisons, par la formule

mim—i1im—2)....m—n-+1)
= = =
1.2.3...n

il s’ensuit que I'équation proposée admettra un pareil nombre de divi-

seurs de la forme
2" — Mz + Nz *—...= o,

et qu'ainsi chaque coefficient M, N,... sera susceptible d’autant de va-
leurs différentes, et par conséquent devra étre déterminé par une équa-
tion d’un degré marqué par la méme formule.

9. Cette proposition est connue depuis longtemps des Géometres, et
I’on a coutume de la prouver par un raisonnement semblable & celui que
nous venons de faire; mais il est facile de voir que cette preuve est sujette
a quelques difficultés. Car, quoiqu’il soit démontré qu’une équation du
degré m peut avoir autant de différents diviseurs du degré n qu’il y a de
maniéres de combiner m choses n 4 n, et qu'en méme temps il paraisse
hors de doute que les coefficients analogues de ces différents diviseurs
doivent étre donnés par une méme équation dont ils seront les racines,
cependant il n'est pas évident que cette équation ne pourra avoir d’autres
racines, puisqu'il arrive le plus souvent que les équations qu’on trouve
pour la solution des Problemes tant algébriques que géométriques ren-
ferment bien des racines inutiles, outre celles qui servent a la résolution
cherchée.

Cest pourquoi il semble qu’on ne saurait, 4 proprement parler, con-
clure autre chose du raisonnement ci-dessus, sinon que I’équation qui
doit donner la valeur de chaque coefficient du diviseur cherché ne peut
étre d’'un degré moindre que celui qu’on a assigné, sans qu’on soit en
droit de prononcer qu’elle ne peut pas étre non plus d’un degré plus
haut.

1I. 62
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Si 'on joint cette objection & celles que M. d’Alembert a déja propo-
sées dans le premier volume de ses Opuscules, page 227, on conviendra
aisément que la proposition dont il s’agit, sur le degré de ’équation par
laquelle chaque coefficient M, N,... doit étre déterminé, ne peut étre
admise sans une démonstration rigoureuse ; mais nous nous contenterons
ici de renvoyer pour cet objet & la Section IV de nos Réflexions sur la
résolution des équations citées ci-dessus, ot nous avons démontré cette
proposition d’une maniére qui ne laisse rien a désirer du c6té de I'exac-
titude et de la généralité.

10. La question se réduit donc maintenant 2 voir si, en supposant
que 2 soit un nombre quelconque pair donné, on peut toujours prendre
le nombre 2 moindre que m, et tel, que le nombre

m(m—i1)(m—2)...(m—n-+1)
1.2.3...n

b

qu’on sait devoir étre toujours entier, soit en méme temps un nombre
impair.

Il est d’abord visible que si 7 est un nombre impairement pair en
sorte que m = 2, { étant un nombre impair autre que I'unité, il n’y
aura qu’a prendre » = 2, ce qui donnera la formule

20(2f —1) =i(2im1)
1.2 - b

laquelle, & cause de i et de 27 — 1 impairs, représentera nécessairement
un nombre impair. Si 7 = 41, en supposant toujours ¢ impair, on fera
n = 4, ce qui donnera la formule

§ili =1\ (4i—2)(4i—3)  i(fi—1)(2i—1)(4i—3)
1.2.3.4 - 1.3 ’
laquelle représentera nécessairement un nombre impair, i cause que ¢,
4i—1, 20— 1 et 4 — 3 sont tous impairs.
On prouvera de méme que, si 7 = 87 et qu’on prenne » = 8, on aura
une formule qui ne donnera que des nombres impairs, et ainsi de suite
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d’oli 'on conclura, en général, que si 7 = 277, ¢ étant un nombre impair

autre que l'unité, et qu'on prenne n = 27, la formule

mm—iilm—2)ytm—3)...0m—n-+1
1.2.3.4...h

représentera nécessairement des nombres impairs.
En effet il est clair qu’elle deviendra dans ce cas, en écrivant le déno-
mninateur 2 rebours,

2ol — 12t —2)127f — 3V (27 — 4).. (27 — 2"+ 1)
2ri " — (2" —2it2" — 3V (2 —4§)...1

H

c’est-a-dire, en divisant les facteurs correspondants du numérateur et du
dénominateur autant de fois par 2 qu’il est possible,

di2ri—1 (2'{— (27— 322 — 1l .. (27 — 2" 41)
e (2" — 1) (2" — 1) (2" — 3) (22 —1}...1 ’

ol I'on voit que le numérateur et le dénominateur ne‘renferment plus
que des facteurs impairs; de sorte que, la division faite, on aura néces-
sairement un quotient qui sera un nombre impair.

11. I est donc démontré que toute équation d'un degré pair 27¢
{7 étant un nombre quelconque impair autre que I'unité) peut étre divisée
par une équation du degré inférieur 27, dont chaque coefficient sera
déterminé par une équation d’un degré impair; de sorte qu’on sera
d’abord assuré qu’un quelconque de ces coefficients aura une valeur
réelle, et qu'il ne restera plus qu’a prouver que les autres devront aussi
avoir des valeurs réelles; car quoique chaque coefficient en particulier
puisse avoir une valeur réelle, étant donné par une équation de degré
impair, cependant on n’en saurait conclure que tous les coefficients
auront 4 la fois des valeurs réelles, puisqu'il n’est pas démontré que les
valeurs réelles que ces coefficients doivent avoir soient précisément
celles qui se correspondent et qui peuvent avoir lieu en méme temps.

Or nous avons déja fait voir plus haut que, dés que Vun des coeffi-
cients est supposé connu, on peut toujours expeimer tous les autres par

62.
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des fonctions rationnelles de celui-l1, & 'exception de quelques cas par-
ticuliers ol il arrive que la détermination de ces coefficients demande
encore la résolution d’une équation de deux ou de plusieurs dimensions;
ainsi tout se réduit 3 déterminer & priort quels sont ces cas, et quel est
le degré de I'équation qu’on a alors a résoudre.

12. Cette question dépend de celle dont nous avons donné la solution
ailleurs [ Réflexions sur la résolution des équations, Section IV, n°100 (*)],
et qui consiste & trouver la valeur d’une fonetion quelconque des racines
d’une équation donnée, lorsqu’on connait déja celle d’une autre fonction
quelconque des mémes racines. Car il est visible que les coefficients M,
N,... du diviseur

zt— Mz + Nam=?— Pa*34...=0
sont des fonctions des racines de I’équation proposée
xzm— Axmt + Bam? — Cx™ 3 4...=o0,

et il est facile de conclure de ce que nous avons dit dans le n° 7, que le
coefficient M en particulier sera égal 4 la somme de » quelconques des
m racines de la proposée, que le coefficient N sera égal a la somme des
produits deux a deux de ces n racines, que le coefficient P sera égal 4 la
somme de leurs produits trois 2 trois, et ainsi de suite.

13. En appliquant donc 3 ce cas notre solution générale, on verra
qu’on peut toujours exprimer par des fonctions rationnelles d'un quel-
conque des coefficients M, N, P,... la valeur de chacun des autres,
excepté les seuls cas oll, ’équation par laquelle ce coefficient-la doit
étre déterminé ayant des racines égales, on voudra prendre précisément
une de ces racines pour sa valeur.

Alors chacun des autres coefficients devra nécessairement étre déter-
miné par une équation dont le degré sera égal au nombre de ces racines
égales, et dont les coefficients seront des fonctions rationnelles du méme
coefficient, qu’on suppose connu.

(*) OEuores de Lagrange, t. 1, p. 374.
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De 1a il s’ensuit :

1° Que si la valeur réelle que doit avoir nécessairement un quelconque
des coefficients M, N, P,..., dans le cas du n° 10, est une racine inégale
de I'équation par laquelle ce coefficient doit étre déterminé, on sera
assuré que tous les autres coefficients auront aussi nécessairement des
valeurs réelles;

2° Que si celte valeur est une racine égale de la méme équation, alors
pourvu que I'exposant de I'égalité soit impair, c’est-a-dire que ce soit
une racine triple, ou quintuple, ou, etc., on sera aussi assuré que les
autres coefficients auront des valeurs réelles, puisqu’ils dépendront
d’équations de degrés impairs; mais il n’en serait pas de méme si le de-
gré de la multiplicité était pair.

14. Considérons, en général, une équation quelconque du degré p.,
laquelle ait v racines inégales, = racines inégales entre elles, mais dont
chacune en ait p — 1 autres égales, p racines inégales entre elles, et dont
chacune en ait 7 — 1 autres égales, et ainsi de suite, en sorte que I'on ait

p=v+wp+pr-+....

On sait par la théorie des racines égales que I'équation proposée pourra
toujours se décomposer, sans aucune extraction de racines, en différentes
équations dont chacune renferme toutes les racines inégales du méme
ordre; ¢’est-a-dire en une équation du degré v qui ne renferme que les
racines simples et inégales, en une équation du degré = qui ne renferme
que les racines inégales dont chacune se trouve p fois dans la proposée,
en une équation du degré p qui ne renferme que les racines inégales dont
chacune se trouve r fois dans la proposée, et ainsi de suite.

Maintenant, si l'on suppose que I'exposant p. soit un nombre quel-
cenque impair, il faudra que la somme des nombres v, wp, or,... soit un
nombre impair, et par conséquent il faudra qu'un quelconque de ces
nombres soit impair; si v est impair, 'équation du degré v aura néces-
sairement une racine réelle, laquelle sera une racine inégale de I’équa-
tion proposée; si wp est impair il faudra que = et p soient I'un et "autre
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impairs; done I'équation du degré = aura nécessairement une racine
réelle qui sera une racine égale de la proposée, dont I'exposant d’égalité
sera p, et par conséquent aussi impair; il en sera de méme si prest im-
pair, et ainsi de suite.

15. De la et de ce qu'on a démontré plus haut, il ’ensuit donc que
toute équation du degré 277 (¢ étant un nombre impair) pourra toujours
avoir pour diviseur une équation du degré 2" dont les coefficients seront
nécessairement des quantités réelles (11 et 13); de sorte qu’en divisant
I'équation proposée par cette derniére on aura pour quotient une autre
équation du degré 2" (Y —1), laquelle aura aussi tous ses coefficients réels.

Or, comme 7 est supposé un nombre impair, — 1 sera un nombre pair
qu’on pourra représenter, en général, par 2°4 (% étant un nombre im-
pair); donc I'exposant 27 ({ —1) deviendra 2™k, et I'on pourra prouver
de méme que P'équation de ce degré pourra se décomposer de nouveau
en deux autres équations réelles, I'une du degré 2™+ et I'autre du degré
27+ (k —1); et faisant £ —1= 2/ (] étant un nombre impair) cette der-
niére équation aura pour exposant le nombre 2"/, et pourra par con-
séquent se partager de nouveau en deux équations, I'une du degré 27+,
I'autre du degré 2™+ (1 — 1), et ainsi de suite.

De sorte que par cette méthode on pourra toujours décomposer toute
équation d’un degré pair quelconque en autant d’équations réelles, dont
les degrés soient marqués par des puissances de 2, qu'il y aura de pa-
reilles puissances dans le degré de I'équation proposée. Ainsi une équa-
tion du sixieme degré pourra se décomposer en deusx, I'une du second
degré, I'autre du quatrieme; une équation du douzieme degré pourra se
décomposer en deux, I'une du quatrieme degré, 'autre du huitieme, et
ainsi du reste.

16. I ne reste donc plus qu'a considérer les équations des degrés
marqués par des puissances de 2. I est facile de voir que dans ce cas la
formule du n° 10 donnera toujours des nombres pairs, quelque nombre
qu’on prenne pour z, au moins tant que » sera moindre que 7, comme



DES EQUATIONS. 495

il le faut; de sorte que la détermination des coefficients M, N, P, ... des
diviseurs de ces sortes d’équations dépendra toujours nécessairement
d’une équation de degré pair, dans laquelle on ne pourra par conséquent
s’assurer de 'existence d’une racine réelle, 2 moins que le dernier terme
ne soit négatif (1).

Désignons, en général, Uexposant m de I'équation proposée par 27, et
supposons que I'exposant n du diviseur soit la moitié de celui-la, c’est-a-
dire égal & 27*; en ce cas la formule du numéro ¢ité deviendra, en dis-
posant le dénominateur au rebours,

22" —1}{2"— 2)(2"— 3), .. (2" — 2" 1)
2"t — g {2t — 2] (27— 3). .1

>

¢’est-a-dire, en divisant les facteurs correspondants du numérateur et du
dénominateur autant de fois par 2 qu’il est possible,

2 (2" — 1) (27— 1) (2f — 3 (2t — 1), (2F — 2t 1)
2t — (22— (2™ —3) (23 —1). . .1

?

ol 'on voit que tous les facteurs du numérateur sont impairs a Pexcep-
tion du premier qui est 2, et que tous ceux du dénominateur sont aussi
impairs; d’olt il s'ensuit que cette formule représentera toujours des
nombres impairement pairs.

17. Cela posé, considérons I'équation par laquelle doit se déterminer
le coeflicient M: elle sera, comme on vient de le voir, d'un degré impai-
rement pair, et aura pour racines toutes les différentes sommes possibles
qu’on peut faire des racines de I’équation proposée en ne prenant i la
fois qu’un nombre de ces racines qui soit la moitié du nombre total (12,
A—u

Qu’on fasse maintenant dans cette équation M= » A étant le

coefficient du second terme de I'équation proposée et u une nouvelle in-
connue, on aura une transformée en u du méme degré, dont les racines
seront exprimées par A — 2M, c’est-a-dire qu’elles seront égales aux dif
férents résidus qu’on aura en retranchant successivement de la somme
totale des racines de la proposée, somme qui ést égale 2 A, le double des
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différentes sommes particulizres qu’on peut faire de ces racines en ne les
prenant qu’au nombre de la moitié; de sorte que les racines dont il s’agit
ne seront autre chose que les différences entre la somme de la moitié du
nombre des racines de la proposée et la somme de 'autre moitié, en pre-
nant ces sommes de toutes les différentes manieres possibles.

Par exemple, si I'équation proposée est du quatrieme degré et a, par
conséquent, quatre racines a, b, ¢, d, on aura

A=a+b+c+d,

et les valeurs de M seront
a+b, a+c, a+d, ba+e, b+d, c-+d,

donc les valeurs de
u=—A—2M
seront
c+d—a—0b, b+d—a—e¢, b+c—a—d,

a+d—b—ec¢, a+c—b—d, a+b—c—d,
et ainsi des autres équations des degrés supérieurs.

18. De la il est d’abord facile de conclure que I'équation en « man-
quera de toutes les puissances impaires, puisqu’il est évident que chaque
racine positive doit avoir nécessairement une racine négative égale; ce
qu’on voit clairement dans "'Exemple précédent, ol les quantités

c+d—a—b, b+d—a—ec, b+c—a—d,
sont les négatives des quantités
a+b—~c—d, a+ec—b—d, a+d—b—c.

Done, si I'on fait ©*=¢, I'équation en u s’abaissera 4 un degré moin-
dre de la moitié, et comme on a prouvé que le degré de I’équation en z
est pairement impair, il s’ensuit que le degré de I'équation en 7 sera né-
cessairement impair; de sorte que cette équation aura nécessairement

une racine réelle, laquelle sera positive si son dernier terme est négatif,
et négative s'il est positif (1). Or, pour que z, et par conséquent M, ait
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une valeur réelle, il faut que celle de ¢ soit réelle et positive; par consé-
quent la question est réduite a voir si le dernier terme de I’équation en ¢
sera negatif; et comme le dernier terme de toute équation d’un degré
impair pris avec un signe contraire est égal au produit de toutes les ra-
¢ines, tout consistera & voir si le produit de toutes les différentes valeurs

de ¢ est une quantité positive ou non.

19. Pour parvenir a ce but avec plus de facilité, considérons d'abord
le cas oui 'équation proposée est du quatrieme degré, et dans lequel
nous avons déja vu que les différentes valeurs de « sont

a+b—c—d, a+c—b—d, a+d—b—c

c+d—a—b, b+d—a—e¢, b+c—a—d;

il est clair que, comme les trois dernieres quantités sont égales aux trois
premieres prises négativement, les différentes valeurs de u* ou ¢ seront
seulement ces trois-ci

a+b—c—dp, a+ec—b—dp, (a+d—b—c)

de sorte que le produit de ces trois valeurs sera égal au carré de la
quantité
a+b—c—diia+c—b—djyla+d—b—ci,

et il ne s'agira plus que de voir si ce carré est toujours une quantité po-
sitive, quelles que soient les racines a, b, ¢, d. Il est d’abord clair que,
si ces racines sont toutes réelles, la quantité précédente sera aussi toute
réelle, en sorte que son carré sera nécessairement une quantité réelle
positive; mais il peut n’en étre pas de méme s'il y a des racines imagi-
naires, ’autant que la forme des racines imaginaires est encore regardée
comme inconnue.

20. M. Euler, ayant supposé pour plus de facilité le coefficient A du
second terme de la proposée nul, a trouvé, a la place de la quantité pré-

cédente, celle-ci
ta+b)la+c)ta+d,

qui, a cause de a - b+c+ d=o, est égale a-celle-1a divisée par 8; et
1. 63
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il se contente ensuite de dire que ce produit est déterminable, comme
on sait, par les quantités B, C, D,. et qu'il sera par conséquent réel;
mais, pour que cette conséquence soit légitime, il faut prouver qu’on
peut déterminer ce produit par une expression rationnelle des mémes
quantités : c’est ce que M. Euler n’a point fait, du moins d’une maniere
directe et & prior:.

Il est vrai que le carré

(@a+b) (a+ ep(a+d)y

sera toujours une fonction rationnelle des coefficients B, G, D; mais la
difficulté consiste précisément 2 démontrer que sa racine en sera une
aussi.

Pour sentir davantage la force de cette objection, il n’y a qu’a consi-
dérer, par exemple, la quantité

(a—b)(a—c)(a—dV(b—c)(b—d)(c—d),

il est certain que le carré de cette quantité peut s’exprimer par une fone-
tion rationnelle des coefficients B, C, D; mais il n’en est pas ainsi de la
quantité elle-méme : en effet, on trouve pour la valeur du carré dont il
s’agit Pexpression

4D — 2. f2B'D? + 2. 3:C2BD + {1B*D — 4C2B° — 3°CY,

laquelle n’est pas un carré en général; de sorte qu’on ne saurait en con-
clure que sa racine sera toujours une quantité réelle.

21. Le caractere, auquel on peut reconnaitre @ priori si une fonction
proposée des racines d’une équation quelconque peut se déterminer par
une expression rationnelle des coefficients de cette équation, consiste,
comme nous I'avons démontré dans notre Mémoire sur les équations, en
ce que cette fonction doit étre telle, qu’elle ne change point de valeur,
quelque permutation qu’on y fasse entre les racines dont elle est com-
posée; ainsi il n’y a2 qu’a voir si cette condition a lieu ou non dans lu

fonction
ta+b—c—dy(a+c—b—d)(a+d—b—c);
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comme les trois racines &, ¢, d y entrent également, il est d’abord visible
que les permutations qu’on pourrait faire entre ces racines ne produi-
raient aucun changement dans la fonetion; mais on ne peut pas dire tout
a fait la méme chose par rapport A la racine a, puisqu’elle n’est pas dis-
posée i I'égard des autres comme celles-ci le sont entre elles. Voyons
done ce que donneront les échanges de a en b, enc, en d.

En changeant a en b, les trois facteurs

a+b—c—d, a+c—b—d, a+d—b—c
se changent en ces trois-ci
b+ra—c—d, b+c—a—d, b+-d—a—c;

par ou1 'on voit que le premier demeure le méme, que le second devient
le troisieme avec un signe contraire, et que le troisieme devient le second
avec un signe contraire. On trouvera pareillement que, en changeant a
en c ou en d, il y aura toujours un des trois facteurs qui demeurera le
méme, tandis gue les deux autres se changeront I'un dans I'autre en
changeant en méme temps de signes; d’ot il est facile de conclure que
le produit des trois facteurs demeurera toujours le méme.

La circonstance qui fait que ce produit ne varie point, c'est que les
facteurs qui se changent I'un dans P'autre, en changeant en méme temps
de signes, sont en nombre pair; car si les facteurs qui changent de signes
étaient en nombre impair, alors il est facile de voir que le produit dont il
<agit conserverait & la vérité la méme valeur absolue, mais en changeant
de signe : c’est la la raison pourquoi la fonction dont on a parlé ci-
dessus (20]

e —bria—ciia—diib—ciib—d (c—d.

ne saurait étre exprimée par les coefficients A, B,.C, D d’une manikre

rationnelle; car en changeant, par exemple, a en b, le facteur a — b de-

vient simplement négatif, les facteurs @ — ¢, @ — d se changent dans les

facteurs & — ¢, & — d, et le dernier facteur ¢ — d demeure le méme; de
63.
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sorte que, puisqu’il y en a un qui change simplement de signe, un qui
demeure tout 4 fait le méme, et quatre dont deux se changent dans les
deux autres, il sensuit que le produit total devra devenir négatif.

22. 1l est facile maintenant d’appliquer le méme raisonnement au cas
ou il y aura plus de quatre racines, et de s’assurer @ prior que le dernier
terme de la réduite en ¢ sera toujours un carré avec le signe —. Suppo-
sons, par exemple, que les racines de I'équation proposée soient au nom-
bre de six, savoir a, b, ¢, d, ¢, f(quoique 2 proprement parler nous
n’ayons besoin de considérer ici que les équations dont les degrés sont
des puissances de 2, cependant nous prendrons le cas d’une équation du
sixieme degré, parce qu'il est plus simple que celui d’une équation du
huitieme, et qu’il peut servir  faire voir que la proposition est genérale
pour toutes les équations des degrés pairs), on verra aisément, par ce
qui a été démontré plus haut, que le dernier terme de la réduite en ¢ sera
égal au carré du produit de ces dix quantités

a+btrec—d—e—f
a+bt+d—c—e—f
a+b+e—c—d—f,
a+b+f—c—d—e,
at+c+d—b—e—f
a+c+e—b—d—f,
at+c+f—b—d—e,
a+d+e—b—c—f
a+d+f—b—c—e,
a+e+f—b—c—d,

pris avec un signe contraire; de sorte qu’il ne s’agira que de voir si ce
produit demeure le méme en faisant toutes les permutations possibles
entre les six racines a, b, ¢,...; auquel cas on sera assuré qu’il pourra
étre exprimé par une fonction rationnelle des coefficients A, B, C,... de
I’équation proposée.

Pour cela, je remarque d’abord que les dix quantités précédentes sont
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telles, qu’elles renferment toutes les permutations possibles entre les
cinq racines b, ¢, d, e, f, puisqu’elles ne sont autre chose que les diffé-
rentes valeurs de la quantité

a+b+c—d—e—f,

qui résultent de toutes les échanges possibles entre les cing lettres b, ¢, d,
e, f, la lettre a étant regardée comme fixe; d’oti il s’ensuit qu’en faisant
le produit de ces dix quantités on aura une fonction des racines a, b, c,...
qui sera telle, qu’elle ne recevra aucun changement par les permutations
des cinq racines b, c, d, e, f entre elles; de sorte qu'il suffira de considé-
rer les résultats des échanges de la racine a dans les cinq autres; et
comme les échanges de celles-ci entre elles ng produisent aucun chan-
gement dans la fonction dont il s’agit, il est clair qu’on aura le méme
résultat, soit qu'on change @ en b, ou @ en ¢, ou @ en d, ou, etc.; par
conséquent, il suffira de considérer une seule échange comme cclle de a
en b, et si elle ne fait point varier le produit des dix quantités ci-dessus,
on sera assuré que ce produit sera déterminable par une fonction ration-
nelle des coefficients A, B, C,... de 'équation proposée.

Or. en changeant a en b, il est visible que les quatre premiéres quan-
tités, ou les lettres @ et b se trouvent jointes avec le signe +, demeure-
ront les mémes, puisque a -+ b est la méme chose que &+ a, et que les
six dernieres, ot les lettres @ et b ont des signes différents, se changeront
I’'une dans autre en changeant en méme temps de signes; d’ol1 I'on con-
clura que le produit de toutes ces quantités demeurera nécessairement le
méme, puisque les facteurs qui changent de signes sont en nombre pair.

23. On considérera maintenant que, pour avoir les dix quantités qui
sont les facteurs du produit en question, il 'y a qu’a ajouter successive-
ment & la racine a les sommes des autres cing racines prises deux a deux,
et en retrancher en méme temps les racines restantes; d’ol il est d’abord
facile de conclure que, si le nombre de toutes les racines était 2, il fau-
drait, pour avoir les facteurs dont il s’agit, ajouter successivement & la
racine a les sommes des autres 22 — 1 racines prises n —1 a n—1, et




502 SUR LA FORME DES RACINES IMAGINAIRES

en retrancher en méme temps les racines restantes; moyennant quoi le
nombre de ces facteurs sera exprimé, comme il résulte de la théorie des
combinaisons, par

(2n—1)(2n —2)(2n —3)...(n +1)
1.2.3...(n—r1)

Ensuite on considérera que, en changeant a en b, quelques-uns de ces
facteurs demeurent les mémes, tandis que les autres se changent entre
eux en changeant en méme temps de signes; de sorte que pour savoir le
nombre de ces derniers il suffira de retrancher du nombre total celui des
facteurs qui demeurent les mémes en changeant @ en &. Or il est visible
que ces facteurs-ci se trouveront en ajoutant successivement 4 la somme
a + b les différentes sommes des autres 2n — 2 racines prises n — 2
4 n— 2, et retranchant en méme temps les racines restantes; de sorte
que le nombre de ces facteurs invariables sera exprimé par

(2 —2)(2n—3)...(n+1)
1.2...(n—2) ’

donc, retranchant cette quantité de la précédente, on aura

t2rn—nj(2rn—2j)(2rn—3)...(rn+1) (2n—2)(2r—3)...(n+1)
1.2.3...(n—1) 1.2...(n—2) ’

ou bien, en réduisant au méme dénominateur,

(2n—2)(2n—3) (2 —4)...n
1.2.3...(n—1)

pour 'expression du nombre des facteurs qui s’échangent entre eux en
changeant en méme temps de signes.

Ainsi la question est de voir si ce nombre sera toujours pair; or c’est
ce qui est évident, car si 'on divise le haut et le bas de la fraction par
n— 1, elle deviendra

(2n— 3)(2n —4)(2n—5)...n,
2 1.2.3...(n— 2) !
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mais la quantiteé
toan—3)izn—4)(2n—5)...n
1.2.3...{n—2)

est toujours un nombre entier, puisque c'est le coefficient du (7 — 1)

terme d’un bindme élevé a la puissance 2n— 3; donc le double de ce
nombre sera toujours nécessairement un nombre pair.

24. Nous venons donc de démontrer rigoureusement que, en considé-
rant une équation du degré 2” comme exactement divisible par une autre
équation du degré 2, le coefficient M du second terme de celle-ci sera
nécessairement déterminé par une équation telle, qu’en y faisant

A—u

B

M=

(A étant le coefficient du second terme de la proposée), et ensuite
ur=t,

il viendra une transformée en ¢ d’'un degré impair, et qui aura son der-
nier terme négatif en sorte que I'inconnue ¢ aura toujours une valeur
réelle positive; moyennant quoi la valeur de u sera aussi réelle.

Done, puisque M a nécessairement une valeur réelle, il s'ensuit (13)
gue tous les autres coefficients N, P, Q,... du diviseur en question auront
aussi chacun une valeur réelle, & moins que la valeur réelle de M ne soit
une racine multiple de 'équation en M; auquel cas il .peut arriver que
les valeurs des autres coefficients soient imaginaires, comme nous l'avons
déja remarqué plus haut.

Il est donc nécessaire d’examiner ce cas, et de voir comment il fau-
drait s;y prendre pour trouver alors un diviseur tout rationnel de I'équa-
tion proposée.

Je commence d’abord par remarquer que comme u = yf, on aura

A=yt oo .
M = 2—=Y°; d’ou1 I'on voit que chaque valeur de z donnera deux valeurs

2

de M, qui ne seront jamais égales, 3 moins que l'on n’ait 1 = o; de plus
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il est clair que si toutes ces valeurs de  sont inégales, celles de M le
seront aussi; de sorte que I'équation en M n’aura proprement de racines
égales que dans deux cas, I'un ol I'équation en  en aura elle-méme
d’égales, I'autre ot I'équation en ¢ aura une ou plusieurs racines égales
a zéro.

Supposons d’abord que I'équation en ¢ n’ait aucune racine égale a
zéro, mais qu’elle en ait plusieurs égales entre elles; comme cette équa-
tion est d’'un degré impair, on prouvera par un raisonnement semblable
a celui du n° 14 qu’elle aura nécessairement une racine réelle inégale,
ou égale d’un ordre d’égalité marqué par un nombre impair; d’ot il est
facile de conclure que P'équation en M aura aussi nécessairement une
pareille racine, et méme deux, en sorte que chacun des autres coeffi-
cientsN, P, Q,... aura nécessairement une valeur réelle (13).

Ainsi, quelles que soient les racines de I'équation en ¢, pourvu qu’au-
cune d’elles ne soit nulle, on sera assuré que les coefficients du diviseur
auront tous des valeurs réelles.

25. Il n’en est pas de méme lorsque 'équation en za une racine nulle,
ce qui arrive quand son dernier terme se trouve égal i zéro. Dans ce cas
il est clair que la racine ¢ = o donnera dans I’équation en M deux racines

égales a %; de sorte que chacun des autres coefficients N, P, ... dépendra

nécessairement d’une équation du second degré qui pourra n’avoir au-
cune racine réelle; il est vrai que 'équation en ¢ pourra avoir encore
d’autres racines réelles, mais la difficulté consiste a prouver qu’elle en
aura toujours de telles. En effet cette équation, étant divisée par 2, ne
montera plus qu'a un degré pair; de sorte qu’il faudrait démontrer, en
général, que le dernier terme sera toujours négatif, ce qui d’ailleurs
n’est pas vrai.

Pour donner un exemple de I'insuffisance de la méthode précédente
dans le cas dont il s’agit, nous reprendrons celui du n° 6 o1 I'on propose
de trouver un diviseur du second degré

z*—Mz+~N=o



DES EQUATIONS. 505
de Véquation générale du quatrieme degré
' — Az’ +Bx*—Czx+D=o.

En substituant I'expression de N en M, et faisant ensuite

M:A-a-u:A-o-\l,

2 2

on trouve cette réduite en ¢
£— (3A°— 8B) #1-- (3A*—16AB -+ 16B2--16AC — 64D ¢ — (A*— {AB +8Cr=o,

laquelle a, comme on voit, son dernier terme toujours négatif.
Maintenant, si I'on a
As— 4AB+8C=o,
il est clair que I'équation précédente aura d’abord la racine ¢ =o,
laquelle donnant M = % on tombera dans le cas que I’on a déja examiné

dans le numéro cité, et ol I'autre coefficient N du diviseur
x2?— Mx +~N=o

dépendra d’une équation du second degré qui n’aura de racines réelles

que tant que 4D ne surpassera pas (%2 — B)z; de sorte que dans le cas o1

A*  B\?
> (% - 3)
- 8 2
le coefficient N sera imaginaire, et I'équation proposée du quatrieme
degré se trouvera par ce moyen décomposée en deux équations imagi-
naires du second degré, lesquelles seront

A

A .
x’—;x—i—N’:o, xr?’— —x+N'=o,
2

N’ et N” étant les racines de I'équation

N? 4 (%z— B)N—(- D=po.

. 64
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Pour avoir donc des facteurs tout réels il faudra dans ce cas chercher
une autre valeur de ¢; or Péquation en z étant toute divisée par ¢ devient

#— (3A— 8B) ¢+ 3A*— 16A*B + 16B* -+ 16AC — 64D = o,
ou bien, en substituant  la place de C sa valeur i‘;}t—é@,

£2— (3A7— 8B) £+ (A2— 4B) — 64D = o,

dans laquelle on voit que le dernier terme sera positif si
(A*— 4By > 64D;
de sorte qu’on ne peut pas étre assuré, en général, que cette équation
aura des racines réelles, & moins que I’on ne considere la condition qui
est particuliere aux équations du second degré.
26. Cependant si I’on observe que la condition
(A’— 4By > 64D
est celle qui rend réelles les racines de 'équation en N ci-dessus, et que
la condition opposée
(A*— 4By < 64D

est celle qui rend le dernier terme de I'équation précédente en ¢, négatif,
on en pourra conclure d’abord qu'il est toujours possible d’avoir pour

les coefficients M et N-des valeurs réelles.

En effet :
1° Soit
(A~ 4By —64D=p

(p désignant une quantité positive), on prendra dans ce cas la racine

t = o, laquelle donnera

=%

+2
2

ol %

M=é et N=—
2

2° Soit
64D — (A*— 4By =p,



DES EQUATIONS. 507
on prendra, dans ce cas, pour ¢ la racine positive de I'équation

£ —(3A*—8B)t—p=o,
et 'on aura 16)
_ C—BM+AM'—M*

Azt
— -t N= A —2M

M=:

27. Mais, pour pouvoir résoudre la difficulté dont il s’agit d’'une ma-
niere générale et applicable aux équations de tous les degrés, il faut
employer d’autres principes.

Reprenons pour cet effet I’équation proposée

" — Ax" ' - Bx"?'— Cx"?*+...=o0,
oll m = 27, et considérons les deux facteurs

x*-— Mz + Nx"—*— Pz +.. = o,

x"— M=+ N1 — Plgn=3-...=o,

. . . . . m
dont on suppose qu'elle soit formée, n étant égal & 2"~' = —; qu'on

fasse, ce qui est permis,

M= ETE = 2TF,

N:ﬁj”, v=Poy,

P = /_—!—m’ P'*Y—»Ev
2 2

¢’est-d-dire quon introduise & la place des coefficients indéterminés M,
M, N, N, P, P,..., leurs sommes

‘Ma-M=2 N+N=p P+P=y,..
et leurs différences
M--M=p, N—N=vy, P—P=wm...,

et on trouvera (3) m, ou 2n équations entre les m indéterminées «, §,
Yoeeor fo ¥y By.o., par lesquelles on pourra déterminer chacune de ces
ineonnues.

64.
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Qu’on suppose maintenant

u=ap+bv+co+...,

a, byc,... étant des coefficients quelconques arbitraires, et qu’on intro-
duise partout I'indéterminée z a la place d’une quelconque des indéter-
minées p., v, ®,..., par exemple a la place de w, en substituant

v—bv—ew—... . . . .
—————— au lieude p, on aura 2n équations entre les 27 incon-

nues &, 3, ¥,..., &, v, @,..., d’oll, éliminant les 27 — 1 inconnues «, 3,
Yseeer ¥s ,..., il viendra une équation en u, qui sera du méme degré et
assujettie aux mémes conditions que celle du n° 17, comme je vais le
démeontrer.
28. Dénotons les 2n racines de I’équation proposée par
z, x", x¥,..., 2™,
et comme on suppose que cette équation soit le produit de ces deux-ci
2 — Ma +- Nay?t — P23 ,..—o,

x*— Mzt 4- Nz — Pgn34,..=o,

il est visible, par la théorie des équations, que P'une de ces équations
aura pour racines » quelconques des 27 racines &', x”, z”,..., ", et
que P'autre aura pour racines les n racines restantes; ainsi prenant «’,
z', x",..., x™ pour les racines de

2t — Mzt 4+ Na"? — Px™2 .. .=o,
et x+Y, g+, g+ 2@ pour les racines de

zt = M'grt o+ N2 — Pz .. .= o,
on aura, comme on sait,

M=z +2"+2"+...+zm,
N = 22" 4+ 2’2" + 22" . . =g,

P = 2'2"x" + 2’2" x" + 2" 2" . () g(rt) (),
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M= () e glne) g () o (o),
N/ = () gp(n+3) . () go(nd3) | golnvt) gpin+3) | 4 Z(m =) (o)

P = z(1) gp(n+3) qr(n43) L go(nt1) gpo(m48) qp(net) o qpol(n+2) go(nts) ga(ntd)

—+ lan=2) gplan—1) go(am)

Donc

=2 2" X" ) ) iR () () = A

B=2'2"+ 22" 4+ 2" 2" . . b 2 W) o ) golnka) o golnet) gp(n+)

) rR) g p(3n—1) gp(an)

y = 2" + 2’2" 27X A L (3 (1) (1) e p(n) p(ntt) po(nk3)

— Z{rF1) p(n3) p(nkd) . gp(n2) 2(0+3) plakd) 4 x(”“”x(’"‘”x(’“’,
et ainsi de suite.

U= X L ) — () — () (k) (e

y —xlax’ + 2" x4+ .. + 2(n—1) p(n) x(n+|)x(n+:) — g(n+1) p(n+s)

— gl plaes) (31 (20)

=X X XL A= 2L L A A 2 =) g(r) . gn1) go(n2) gp(nerd)

— () p(AE3) gplnd) (T} i) pelnd) (=) g (am—1) go(m) |

et ainsi de suite.

Done, puisque

u—auy+by+ewm—+...

on connaitra quelle fonction des racines x', 2, 2”,..., ® doit étre la
yuantité «; et de Ia on pourra déterminer a priori le degré et la forme
de I'équation en u par la considération de ses racines, lesquelles ne se-
ront autre chose que les différentes valeurs que la fonction dont il s’agit
pourra recevoir, en faisant entre les racines &', 2", z",..., £ toutes
les permultations possibles, comme nous 'avons expliqué sutfisamment
ailleurs.

29. Done:

1° Comme le nombre des quantités 2, ", ”,..., % est 2n, on sait
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que le nombre de toutes les permutations possibles sera représenté par
1.2.3.4...2n;

mais il est visible que les fonctions ., v, =,... ne changent point de
forme en faisant toutes les permutations possibles entre les n quanti-
tés o', &, x",.... ™, permutations dont le nombre est exprimé par
1.2.3...n, et qu'il en est de méme a ’égard des permutations entre les
autres n quantités z ™+, p+?, g3 @0 done, puisque chacune
de ces permutations se combine avec toutes les autres dans le nombre
total des combinaisons r.2.3...2n, il s’ensuit que pour avoir le nombre
des combinaisons utiles, c’est-a-dire qui donnent des expressions diffé-
rentes de u, il faudra diviser deux fois le nombre 1.2.3... 27 par le
nombre 1.2.3...n, ce qui donnera celui-ci

1.2.3...2n

ou bien 2n(2n-—l)(2n—z§...[n+x}’
(r.2.3...n\* ) n({n—i){n—=2)...1

nombre qui, en supposant 7 = 2" et par conséquent n = 2"*, sera im-
pairement pair, comme nous I'avons vu dans le n°® 16.

2° II est elair que si I'on échange a la fois les quantités &', 2", 2”,...,
2 en g+, 2+, 20F) 22, daps les expressions de p, v, ,...,
ces expressions changeront simplement de signes sans changer de valeur;
done toutes les valeurs particulieres de la fonction u seront deux a deux
égales et de signes contraires; de sorte que 'équation en u, dont le degré
doit étre impairement pair, manquera de toutes les puissances impaires,
et pourra se transformer par la supposition de u® = ¢ en une équation
en ¢ d'un degré impair.

3° On peut démontrer, par un raisonnement analogue & celui des
0 22 et 23, que le dernier terme de la transformée en ¢ dont nous par-
lons sera toujours négatif, étant nécessairement égat au carré d’une
fonction rationnelle des coefficients A, B, C,... de I'équation proposée,
affecté du signe —. Car il est d'abord clair que si I'on supposait simple-
ment u = ., on aurait le cas des numéros cités, puisque les lettres a, b,
¢, d,... dans les formules de ces numéros désignent les mémes quantités
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que nous avons-représentées ci-dessus par o', 2", x”, ..., 2@, c’est-a-
dire les racines de I'équation proposée.

De plus, en examinant les raisonnements des mémes numéros, il n’est
pas difficile de voir qu'ils ne tiennent pas & la forme particuliere de la
fonetion u, mais seulement & la propriété qu’a cette fonction de demeun-
rer la méme, tandis qu’on échange entre elles les racines «’, 2, z”,...,
™, ou les racines x™+V, 2+, g+ . 27, et de devenir négative
quand on échange les premieres racines dans les dernieres; or cette pro-
priété a lieu également dans les auatres fonetions v, =,..., et dans la fone-
tion générale ap. + by + cw—+ ..., comme nous I’avons déja observé plus
haut; de sorte qu’on peut hardiment appliquer & I'équation ci-dessus
en u ouen ¢ les mémes conclusions gqu'on a trouvées dans les numéros

vités.

30. On est done assuré que I'équation en ¢ aura toujours une racine
réelle positive, et que par conséquent la quantité u =\t aura toujours
au moins une valeur réelle. Or, dés gu’on connaitra la valeur de la quan-
tité , on pourra déterminer par son moyen les valeurs des autres quan-
tités o, 3, ¥,...y My v, B,..., lesquelles sont, ainsi que la quantité u, re-
présentées par des fonctions des mémes racines «', #”, z”,...; et de ce
que nous avons démontré ailleurs [Nouveaux Memoires de I’ Académie
royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, année 1771 (" )], il s'ensuit
que chacune de ces quantités «, 8, v,..., 1, v, ,... sera donnée par une
équation du premier degré seulement, si la valeur de « est une racine
inégale de I'équation en u; mais si cette valeur est une racine égale,
alors chacune des quantités «, 8, v,..., u, v, ,... sera donnée par une
équation dont le degré aura un exposant égal a celui de I'égalité de
la racine u; or comme u ===z, on voit d’abord que Péquation en u
n’aura de racines égales qu’autant que la transformée en ¢ en aura de
telles, ou qu'elle aura des racines nulles; car il est visible que ¢=o0
donne deux valeurs égales & u.

(*) OFEuvres de Lagrange, t. 11, p. 374.
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Dans le premier cas, puisque I’équation en ¢ est d’un degré impair
(29, 2°), on pourra démontrer, comme on I'a fait plus haut (24), que
cetle éguation ne pourra avoir que des racines égales d’un degré d’éga-
lité marqué par des nombres impairs; d’ol 'on conclura sur-le-champ
que, quelles que soient les racines de I'équation en ¢, pourvu qu'aucune
ne soit nulle, on aura toujours, non-seulement pour x, mais aussi pour «,
By vyseooy pav, m,..., des valeurs réelles; de sorte que les coefficients M,
N, P,.... M, N, P,... des deux facteurs de 1'équation proposée auront
sirement des valeurs réelles (27).

Le second cas, ¢’est-a-dire celui ou I'équation en ¢ aurait quelque ra-
cine nulle, présente d’abord les mémes difficultés qu’on a déja considé-
rées dans le n® 25; mais je remarque qu’a cause de

v=ap+bv+cw+...,

ol les coefficients a, b, c,... sont & volonté, on peut toujours prendre ces
coefficients tels, que le cas dont il s’agit n’ait pas lieu, & moins que parmi
les valeurs correspondantes de p, v, w,... il ne s’en trouve qui soient
nulles a Ia fois. Car supposons que les valeurs de p, v, =, ... ne soient
jamais nulles en méme temps, en ce cas il est visible que si la quantité
t=u? a des valeurs nulles, ce ne pourra étre qu’en vertu de la relation
qui se trouvera entre les coefficients a, b, ¢,...; par conséquent ces va-
leurs cesseront d’étre nulles dés qu’on donnera d’autres valeurs aux
mémes coefficients : ainsi I’on sera toujours le maitre de faire en sorte
que I’équation en ¢ n’ait aucune racine nulle.

Il ne reste donc plus de difficulté que pour le cas ot I'on aurait 4 la
fois

p=0, v=0, W=0,...;
mais il est visible (27) qu’on aura alors
M'=M, N=N, P=P,...,

de sorte que dans ce cas I'équation proposée ne sera autre chose que

celle-ci
xt— Mz - Na»—2— Pa2+., . =0
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élevée uu carré; par conséquent la proposée s'abaissera d’elle-méme
un degré moindre de la moitié, et il est visible que les valeurs des coef-
ficients M, N, P, ... devront étre toutes rationnelles, et par conséquent
véelles, autrement il serait impossibie que I'équation

zt— Mz*' + Na»—? — Pa*—3 4. . .=o,
étant elevee au carré, devint rationnelle et comparable & la proposée
" — Az 4 Byt — Cx™ 3 +.,.—=o.
D'ailleurs il est facile de prouver que les conditions
L=0, V=0, W=0,...

enmportent nécessairement 'égalité entre les racines «', o, z”,..., 2™
el les racines @+, g+, 279 2", en sorte que la proposée du
degré m = 2n aura toutes ses racines égales deux a deux, et pourra par
rvonséquent s'abaisser 2 une équation du degré » qui aura les mémes ra-
cines, mais simples et inégales.

Ainsi toutes les difficultés sont résolues, et il ne reste plus rien a dé-
siver pour la démonstration complete du Théoreme qui fait Pobjet de ce
Mémoire. Nous allons le terminer par donner un Exemple de Papplica-
tion de la méthode qu’on vient d’expliquer.

31. Soit, comme dans le n° 6, I'équation générale du quatrieme degré
r—Ax'+Bxr*—Cx +D=o0
qu’on se propose de décomposer en ces deux-ci
z'—Mzx+N=o0, 22— Mx+N=o0;

en comparant terine a terme le produit de ces dernieres avee celle-13, on
aura d’abord

M--M =4, MW+N--N=B, MN+MN=C MN=D;
1l 65
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et faisant

M=2tE N B+
2 2
M’:a—‘u, N':—ﬁ V,
2 2
on aura
Dt:A,

o' — p'+ 4B =4B,
aB—pyv=12C, P*—»*=4D,
d’oi 'on tire d’abord

a=A, ﬁ=“4B_AZ+’uz;

substituant ensuite ces valeurs dans les deux dernieres équations, on aura
Apl— fuy — A'+ fAB — 8C=o,
P 2(4B — A — 1607 + (4B — A7 — 64D = 0.
On fera maintenant
u=uap + by,

. u—
el substituant, par exemple, £ ba'u
équations-ci

4 la place de v, on aura ces deux

a 7372 ~
( - 47) ]J.’—4'T —A*+ {AB—8C=o,
¢+(83_QA:_%) o 2080 0W e Gih = o

d’0li Pon chassera p. pour avoir une réduite en z.
Supposons, pour abréger,

(A>— 4AB +8C,=F,
4B — A — 64D =,
bA—fa=F,
86°B — 262A — 162 = 8

on aura

S —4pu—~bF =o,
but 4 gpr + 32apu — 166 + b2G = o;
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donce
, .
u):.buuf—f-bl-’
. Bjpw  16bFur  8bFuu b6°F?
iy oy Y R
done

64 brpud +1603Fur + 8 f b Fpu + f b4 F?
+ 4 frguu-+frgbF + 3afrapu— 16w+ f2b*G=o,

d’ol I'on tire

16 6 F — foiurt fUF o+ f1gbF + 252G
= 640wt + hfu 2b°F + gf + 8af?)

ainsi il 0’y aura plus qu'a substituer cette valeur dans la premiere équation
fuvi—4quu— bF=o,
et 'on aura cette équation tinale

F 11616 F — f2) ut - bf (BF + fgF + f:bG T
+ 16 [1618°F — f* 02 + Of 1 2T + foF +f2bG,)
> (1607w + f126°F + gf + Baf*) ] «?
— 16bF 1602w+ f i 26°F + gf + 8af*i]'u’=o,

laquelle, etant ordonnée par rapport 2 u, montera au sixieme degré et ne
contiendra que des puissances paires de u; de sorte qu'en faisant «® =1,
on aura celle-ci du troisieme degré

PEJEF G

[*—a—,‘.—( 16

ou I'on voit que le dernier terme est un carré avee le signe —, de sorte
que la quantite £ aura toujours une valeurréelle positive: on voit de plus
qu’a moins qu'on n'ait i la fois ¥ =0 et G = o, on pourra toujours faire
en sorte que ¢ n'ait aucune valeur nulle; car il n'y aura qu'a prendre a
et b de maniére qu’on ait

b3 F + fgF =+ f16G > ou <o;
65.
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je dis & moins que F et G ne soient nuls & la fois, caril est visible qu'alors

la quantité dont il s’agit sera toujours nulle, quelque valeur qu’on donne
4 a et b; mais alors on aura

o AB _ms

B Azz
<> -3 D=(z—7)’

et 'équation proposée deviendra

2 8

z*— Az® 4 Bt — <AB Aa)
laquelle est évidemment le carré de celle-ci

-4

A

4 = 0.

Z —+
2

A B
xt— = —
2





