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Il s’ensuit de Ia que si Aa est la somme de quatre carrés, Aa’ sera aussl
. o B L

la somme de quatre carrés, @’ étant plus petit que — + y el @ = b o; ainsi

si a est plus grand que 1, @' sera nécessairement plus petit que a: et, sia’
est encore plus grand que 1, on prouvera de la méme maniére que Aa’
sera aussi la somme de quatre carrés, a” étant plus petit que @’; et ainsi
de suite; done comme les nombres @, @', ”.... sont des nombres entiers,
dont aucun ne peut étre égal 2 zéro (i cause que ces nombres sont des
diviseurs des nombres 1+ «® - 3%, 1«4 ..., qui, comme oD voit,
ne peuvent jamais devenir nuls), et que ces nombres vont en diminuant,
il est clair qu’on parviendra nécessairement 2 un de ces nombres qui
sera égal & l'unité, et alors on aura A égal 4 ka somme de quatre carres
entiers.

COROLLATRE. — Si un nombre premier quelconque est un diviseur de la
somme de quatre carrés qui R aient point de cormmun diviseur, ce nombre

sera aussi la somme de quatre carres.

Car pommant, comme ci-dessus, A le nombre premier donné et
pr+g* - r* - s* le nombre composé de quatre carrés qui est divisible
par A, il est clair que, si chacune des racines p, ¢, 1, § était moindre

A .
que —> on auralt

AN
P+l (-5) < A%

\

de sorte que A serail plus grand que yp*+g¢*+r*+ s comme on I'a
supposé dans le Théoreme précédent; done, ete.

Or je dis que quels que soient les nombres p, ¢,..., o0 peut toujours fes
réduire & étre moindres que —d-;—ﬂ car soit, par exemple, p > %, il est vi-
sible que si p?-- gt 47 +s* est divisible par &, (p —mAJ+ ¢+ ri4 st
le sera aussi, de méme que (mA — p)* +q* -+ r2+s*, quel que soit le

nombre m; or on peat toujours prendre m tel que p —~ mA oumA —p

. . A . X .
soit moindre que —; donc il 0’y aura qu'a mettre au licu de p le nombre
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p—mA oumA—p; el I'on fera la méme chose par rapport aux auftres

. A
nombres 5'ils se trouvent plus grands que —-

Si p était divisible par A on aurait
p—mA—o;

de sorte que dans ce cas il fandrait mettre o a la place de p; il en serait
de méme & I'égard de ¢ 'il était aussi divisible par A, et ainsi des aulres;
mais commne on suppose que p, ¢, r et s n'ont aucun diviseur commun,
ils ne peavent pas étre tous divisibles & la fois par A, et méme il ne
~ pourra pas ¥ en avoir plus de deux qui le soient; autrement il faudrait
que tous quatre le fussent; de sorte qu’il n'y a pas & craindre que, par
ces réductions, le dividende p* + ¢* +r* +—s* devienne nul.

ResmaroruE. — Au reste il est clair que la démonstration du Théoreme
précédent n'en subsistera pas moins si 'on suppose quun ou deux des
quatre carrés qui composent le dividende soient nuls; d'ailleurs il peat
aussi arriver qu'un ou deux des guatre carrés qu'on trouvera pour le di-
viseur A soient nuls; done, en général, tout nombre premier qui divisera
la somme de quatre ou d’un moindre nombre de carrés eniiers, pourvu
quils W’ atent entre eux aucun diviseur commure, serd necessmremenl égal

a la somme de quatre ou d’un moindre nombre de carrés eniiers.

Tarorime 1.

Si A est un nombre premier et que B et C sotent des nombres quelconques
positifs ou négatifs non divisibles par A, je dis qidon pourra toujours trouver

deux nombres p et g tels que le nombre p* —Bg* — C soit divisible par A.

Car: 1° i l'on peut trouver un nombre ¢ tel que Bg® -~ Csoit divisible
par A, il 0’y aura alors qu'a prendre p divisible par A, ou bien p =o:
~2° &'l 0’y a aucun nombre qui étant pris pour g puisse rendre Bg*+C
divisible par A, faisons, pour abréger, Bg*—+ = b, et supposant

P=pr e bpri bipt i b ‘
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011 aura
= Ao

A—1

multiplions cetie équation par & ' 41 que nous sUpposerons égala Q,

et om aura
{pr—Bg*— L] PQ=0Q.p*—1— (AT -1

Or, par le Théoreme conni de Fermat, que M. Euler a démontré dans les
Commentaires de Pétersbourg, on sait que i A est un nombre premier
quelcongue et @ un autre nombre guelcongue non divisible par A,
a*—*— 1 sera toujours divisible par A. Donc, s1 'on suppose que p ne
s0it pas divisible par A, on aura les deux nombres p* " —1 et Pror—a
divisibles & la fois par A, i cause que & n’est jamais divisible par A, quel
que soitg (hypothese). Done le nombre { p* — Bg* — C} PQ sera divisible
par A, de sorle que, i ni P ni Q n’éiaient divisibles par A, il faudrait
que p* — Bg*— Cle fut, a cause que A est un nombre premier par I'hy-
pothese. Ainsi la ditficulté se réduit & prouver que V'on peut toujours
prendre p et g tels que ni P ni Q ne soient pas divisibles par A, p ne
Pétant pas non plus.

Pour cela je remarqﬁe dabord que, quelle que soit la valeur de ¢, on
peut toujours trouver une valeur de p plus petite que A et par conse-
quent non divisible par A, telle que P ne soit pas divisible par A. Car
& I'on substitue successivement dans I’expression de P les nombres 1,
2, 3,... jusquh A — 2 inclusivement i la place de p, et qu'on nomme P, |
P, P, PETY les valeurs résultantes de P, on aura, par la théorie
connue des différences, |

A—31(A—4)
P'—(A'—S‘;.Pu()—%—’i_ipwm...+pm—a>:;.z.3.4...(Aﬁ3;..

Or, si tous les nombres P/, P, P, ... jusqu’a P~ étaient divisibles par A,
il faudrait que le nombre r.2.3...(A—3)1e fiit aussi; ce gul ne pou-
vant étre i cause que A est premier, il s’ensuit que parmi les nombres P,
p’...., P2 il en trouvera nécessairement quelquun qui ne sera pas

divisible par A; done, ete.
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Alnsi il ne reste plus qu'a prouver que P'en peut toujours prendre ¢ tel
A—

que Q ou {(Bg*+—C) ' + 1 ne soit pas divisible par A.

Soit, pour plus de simplicité, ég-l —m, et I'on aurs

. {m—1)
Qz B'ﬂqﬂ—f+ lﬁ.B"“'q"\‘_‘sL}% M_I_L'Bm*!qh—b(:’.‘_;r_ - ’anz(:mfl e 0m ey,

Or si C" 4+ 1 w'est pas divisible par A, il est clair qu'il 0’y aura qu'a
prendre ¢ divisible par A, ou bien ¢ = o; car alors Q ne sera pas divisible
par A. '

Mais si G-+ 1 est divisible par A, alors pour que Q ne le soit pas, il
faudra que g ne le soit pas, et que la guantité

mim—1j .
mim—1 L Brergh=i (i 4 mBCT

quz\—’j_*_mBm—thﬁ-';C_IL 2

ne le soit pas non plas; or on peut démontrer, comme plus haut, qu'il
doil nécessairement exister une valeur de g plus petite que A et par con-
séquent non divisible par A, telle que la quantité dont il s'agit ne le
soit pas. Car nommant R cetle quantité, et désignant par R, R", R”,...,
R™~* les valeurs de R qui résulieraient de la substitution des nombres 1,
2, 3....., A— 2 alaplace de ¢, on aura

R — (A —3)R" =

8viA A
(i-s—';é—iﬂ”’ﬁ...—‘.—R(“'”:t.z.S...(A—3}B’”.

Or comme A est premier et que B n’est pas divisible par A, il est elair
que le nombre 1.2,3...(A — 3)B" ne le sera pas non plus: donc, ete.

CorornAIRE I. — Si Pon fait B= —1 et (= — 1, on aura le nombre
p° ¢ =1 qui sera divisible par A; d’oli il s'ensuit qu'étant donné un
nombre premier quelconque on peut toyjours trouver un nombre égal a la
somme de trois carrés entiers dont Uun soit méme Uunité, lequel sott divi-

sible par le nombre premier doriné.

Ce Théoreme a déjh été démontré par M. Euler d’une autre maniere,

dans le tome V des Nouveaux Commentaires de Pétersbourg; mais pour
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ne rien laisser A désirer a nos lecteurs nous avons cru devoir ke démontrer
de nouveau, d’autant plus que notre démonstration a Pavantage d’avoir
une trés-grande généralité.

CoroLtane I1. — Combinant done le Théortme précédent avec celui
de la Remarque qui est apres le Théoreme I, on en déduira celle-ci = que
tout nombre premicr est nécessairement égal a la somme de quatre ou d’un
moindre nombre de carrés entiers. Do il est aisé de conclure que Zow?
nombre entier est aussi égal & la somme de quatre ou d’un motindre nombre
de carrés entiers; car on sait que le produit de deux, ou de plusieurs
nombres égaux chacun i la somme de quatre, ou d'un moindre nombre
de carrés, est aussi nécessairement égal a la somme de quatre, ou d'un
moindre nombre de carrés; en effet on a

(P4 @+ s (P g 87
— [\Pp’_g qq-'__, rr! + 55" }2 - {qu + qu —_ s — Sr.l‘)z
4+ (pr' 4+ qs’ +rp - s¢' P+ (gr' —ps' + sp'— rq'
et méme plus généralement
ipr--Bg— Lri+ BCs) (p'* — By'* — Cr + BUs'?)
=pp—+ Bgg =C '+ Bss )P —B [pg’ + gp' = Cirs + sri)1?
— C[pr—Bgs == (rp' — Bsg) - BCIgr — ps’ £ Lsp' —rg i
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