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DEMONSTRATION

DUy

THEOREME D’A.RITHMETIQUE.

{ Nouveanx Meémoires de UAcadémie royale des Sciences
et Belles-Lettres de Berlin, année i770.)

(’est un Théoreme connu depuis longtemps que towur nombre entier
non carré peut toujours se décomposer en deux, ou trots, ou quatre carres
entiers; Inals personne, que je sache, n’en a encore donné la démons-
tration. M. Bachet de Méziriac est le premier qui ait fait mention de ce
Théoremes il parait qu'il y a été conduit par la question 31® du IV® Livre
de Diophante, ol le Théoreme dont nous parlons est en quelque sorte
tacitement supposé; mais M. Bachet s’est contenté de s'assurer de la
vérité de ce Théoreme par induction, en examinant successivement tons
les nombres entiers depuis 1 jusqu’a 325; et quant & la démonstration
générale, il avoue qu'il n’avait pas encore pu y parvenir. « Miki sane
(dit-il dans son Commentaire & la question citée) perfecia id demonstra-
tione assequr nondum licuit, quam qui proferet maximas el habebo gra-
tias, preesertim cum non solum in hac queestione sed et in nonnullis Libri
quinti hoc supponere videatur Diophantus. » Je ne connais, jusqu’a présent,
que deux Auteurs qui se soient appliqués & cefte recherche, savoir
M. Fermat et M. Euler. Dans les Notes que le premier a ajoutées au
Commentaire de Bachet sur Diophante, il annonce un grand Ouvrage
qu’il avail dessein de composer sur la théorie des nombres, et il promet
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d’y démontrer cette proposition générale : que tout nombre est, ou
triangulaire, ou composé de deux ou de trois nombres triangulaires:
gqu’il est, ou carré, ou composé de deux, ou de trois, ou de quatre carres,
et alnsi de suite; mais cet Ouvrage n’a jamais paru, et dans tout ce qui
nous veste des écrits de ce grand Géometre, on ne trouve absolument
rien qui puisse fournir la moindre lumiére pour la démonstration dont
il s'agit. A I'égard de M. Euler, si son travail sur ce sujet n’a pas eu tout
le sucees qu'on pourrait désirer, on lui a du moins obligation d’avoir
ouvert la route qu’il faut suivre dans ces sortes de recherches. On peul
voir dans le tome V des Nouveaux Commenlaires de Petersbourg le résultat
des tentatives ingénieuses que ce grand Géometre a faites pour parvenir
a démontrer le Théoreme de M. Bachet. ‘ ’

M. Euler fait voir que le produit de deux, ou de plusieurs nombres,
dont chacun serait composé de quatre carrés entiers, sera aussi loujours
composé de guatre, ou d'un moindre nombre de carrés entiers; d’oiu il
suit d’abord que si le Théoreme proposé peut étre démontré pour tous les
nombres premiers, il le sera ausst pour tous les autres nombres. M. Euler
démontre, de plus, qu'un nombre premier quelconque étant proposé, on
peut toujours trouver deux ou trois nombres carrés dont la somme soit
divisible par ce nombre sans que chacun des carrés en particulier le soit,
et que ces nombres carrés peuvent toujours éire supposés tels gue le
quotient de la division de leur somme par le nombre premier donné soit
moindre que ce méme nombre. De Ia M. Euler conclut, avec raison, que
le Théoreme en question serait démontré pour tous les nombres premiers
si I'on pouvait sgulement démontrer cette autre proposition, savoir, que
lorsque le produil de deux nombres est la somme de quatre ou d'un
moindre nombre de carrés, et que I'un des nombres produisants est pa-
veillement la somme de quatre ou d'un moindre nombre de carrés,
l'autre produnisant le sera de méine. « 8 summa quatuor quadratorum
{dit-il, page 55 du volume cité) a® -+ b* 4+ ¢® + d? fuerit divwsibilis per
summarnr quatuor quadratorum p* - q* -+ r* - §*, tum quotum non solum

in fractis sed etiam in integris esse summam quatuor quadratorumn, est

Theorema eleganuissimum Fermadil, cujus demonstratio cum ipso nobis
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est erepia ; Jateor me adbuc hanc demonstrationem invenire non po-

tuisse, ete. »

Cest done cette derniere proposition seule qu’il s'agit de démontrer.
Or pour cela nous n'aurons pas besoin de supposer que le diviseur soli
aussi représenté par la somme de quatre carrés, et nous démontrerans,
en genéral, que tout nombre premier qui est diviseur d'un nombre quel-
conque composé de quatre ou d'un moindre nombre de carrés, sans 'étre
de chacun des careés en particulier, est nécessairement aussi composé de
quatre ou d’'un moindre nombre de carrés; apres quot il o'y aura plus
rien & désirer pour la démonsiration compléte du Théoreme général de

Bachet, que nous nous sommes proposé de donner dans ce Mémolre.

Levme.

Les nombres qut soni la somme de dewx carrés premiers entre eu.x
' admettent d autres diviseurs gue ceus gui sont pareillement {a somme
de deusx carrés.

Cette proposition, qui est de M. Fermat, a éte démontrée par M. Euler
dans un Mémoire imprimé dans le tome IV des Nouveaux Comnentaires
de Pétersbourg. '

CoroLrAIRE |. — Si deux nombres égaux chacun a la somme de deux
carres, tels que p* - q* et r® %, sont dwisibles par un méme nombre o,
et que les qualre carrés p*, ¢*, 1%, §° n’aient aucun diviseur commun, jJe

. . gt r: -+ s . , .
dis que les deux quotients L—o—rqm et T seront ausst chacun égaur a
Iz somme de deux carres.

Car soit m la plus grande commune mesure de p et g. et 2 la plus
grande commune mesure de r et s, de sorte qu’en falsant

p=mp, q=myg, r—=nr’, s—=mns

les nombres p' et ¢’ soient premiers entre eux, comme aussi les nombres

~ et ¢ entre eux; on aura denc les deux nombres m*(p™ + ¢*) et
#* (r'* 4+ 5'%) qui seront divisibles & la fois par g. Or je remarque d’abord
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Y

que el a2 seroul premiers entre eux: autrement les quatre nombres

p. g, retsauraient uce commune mesure, ce qui est contre 'hypothese.

Maintenant soit w la plus grande commune mesure entre m* et p, en

sorte que on ail p == p.p’, et que p’soit premier & %, donc m* sera divi-

sible par ., et il faudra que p'® ~+ ¢’ le soit par o, de sorte qu’on aura
pg_mpi gt

] k]

p v

orp')et g' étant premiers entre eux, il suit du Lemme précédent que tant
ie diviseur p’ que le quotient seront la somme de deux carrés; ainsi Pon
anra \
. Et:ril_ — o+
P

Soit de plus v* le plus grand facteur carré du nombre ., en sorte
que p =v?w, @ étant un nombre qui ne soit divisible par sucun carré,
et il est clair que m?* ne pourra étre divisible par 3 moins gue 72 te le

soit par vp'; soit done m =Ky, et Pon aura

Or n*{r + 57} doit étre aussi divisible par o = wo's done p divisera
r*(r'® - §?); mais ‘U.. divise déja m?; done, puisque m* et n® sont pre-
miers entre eux, il s'ensuit que p. sera aussi premier a n*; par conséquent
il faudra que w divise 7'+ §'%; el comme o= v* ', 1’ sera aussi un divi-
seur de 72 453 donc, puisque 7’ et s sont premiers entre eux, le divi-
seur . sera égal 3 la somme de deux carres par le Lemme. Faisant donc

' = 4% 4+ 6%, on aura
m? ) -
i = K2y + ¢°}3
et de la

*‘L—: T Koy ) (a4 1) = Ky + 8B+ K2y — da)s

c’est-a-dire égal 2 la somme de deux carrés. On démontrera de la méme

r2+32

sera aussi égal a la somme de deux carrés.

manitre que le guotient
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ConoLnatae 1I. - S la somme de deux carrés est divisible par une
autre somme de deux carres, le quotient sera toujours égal a la somme de

deux carres.

Car soit a® + b* divisible par ¢* 4+ d°, et ¢i les nombres a, b, ¢, d ont
nne commune mesure, dénotons-la par L, en sorte que 'on ait

a=1Ip, b=lq, e=1Ir, d=1s,
et que p, ¢. r, $ 0'aient aucun commun diviseur; donc on aura

az_,_bzdpz_i_q:
Cz—‘[—dg__ r? o4 82

Al
de sorte que p* + g° sera divisible par r? 4 8%; or, falsant r* 4+ $"=p,
o . o g -
on aura par le Corollaire précédent PP+ ¢gal a la somme de deux
P
carrés: done, ete.

Turoreve 1.
St la somme de quaire carrés est divisible par un nombre premier plus

grand que la racine carrée de la méme somme, ce nombre sera nécessai-

r 1 ¥ r
remernt egal & la sormme de qualre carres.

Car 50it p* +- g* -+ 1 4+ 8 divisible par A, A étant un nombre premier,
en sorte que 'on ait
Aa=p*-+ ¢+ rii s,

et comme on suppose que le diviseur A est plus grand que

Vp = ¢,

il est clair que le quotient a sera plus petit que la méme racine, de sorte
qu'on aura @ < A. ‘ '
Cela posé, si les nombres p, g, ret s ont un diviseur commun o, il est

clair gue la somme de leurs carres sera divisible par 4%, et qu'ainsi il
faudra que A le soit anssi; or 4% étant plus petit que Aa, d sera plus

petit que yAa <A, dcause de A-<=u; donc, puisque A est premier (hypo-
1L ¢ <4 25

&
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these), 1l est clair qﬁe A et d seront premiers entre eux; d'oli il g'ensuit
que Aa ne pourra étre divisible par d* 2 moins que @ ne le soit; alnsi,
divisant tantle nombre ¢ que chacun des carrés p*, ¢*,... par d®, on
aura une équation de la méme forme que la précédente, ou le coefli-
cient @ sera toujours plus petit gue A et olt les quatre carrés p*, g%, re, s
n'auront plus de commun diviseur.

Considérons done I'équation

Aa=p'+ @ +r+s

comme déja réduile  cet état, et si le nombre p* - ¢* n'est pas premier
A a, soit p leur plus grande commune mesure, en sorte que Pon ait

a=—bp et p'4-g=1p
b et ¢ étant premiers entre eux; on aura done
Abp=to+ri+s, -

d’ol on voit que r* + s* doit étre aussi divisible par g, de sorte que,
nommant le quotient u, I'équation deviendra

Ab—1t-+ u;

or, puisque p divise tant p* - ¢* que r* -+ 5%, et que p, ¢. 7 et s n'ont
aucun diviseur commun, il s'ensuit du Corollaire | du Lemme précédent

2 2z ? ot 2
que les quotients P—ti =t et - ;f-— — u seront 'un et Vautre la

somme de deyx carrés; ainsi Uon aura
f—=m'+nt et w=—h -+ 1%
done, multipliant toute I'éguation par ¢, on aura

Abt =i+ fu,

ou bien, en faisant & = mh - nl et y = ml — nk, ensorte que fiw=x* +y*, -
on aura cette équation-cl

Abt =12+ &+ 2.
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Maintenant, comme & et £ sont premiers entre eux, on peut toujours
trouver deux multiples de b et z tels que leur somme ou leur différence
soit égale a un nombre quelconque donné, et de plus on peut supposer

. . . bt
que lun de ces muliiples soit moindre que — | v0yes le Lemme I du

Mémoire sur les Problemes indéterminés, qui est imprimé dans le

tome XXIV des Mémoires de I’ Académue rovale des Sciences et Belles-Lettres

de Berlin, pour Pannée 1768 (*),; ainsi U'on peut faire
x=at-+yb et y=ft+ob

%, B, y et & étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et Ion peut
supposer en méme temps que = et {3, pris positivement, solent I'un et

'autre plus petits que g Qu’on fasse done cette substitution dans I'équa-
tion précédente, elle deviendra
CAbi =1+ or+ B+ 2ay b+ 2fdth + yrbt &b,

ot I'on voit que tous les termes sont multipliés par &, a V'exception de

ceux-cl
£+ ot - )5

ainsi, pour que cette équation puisse subsister en nombres entiers
comme il le faut, il est nécessaire que ¢* (1 + o -+ (%) soit auss divisible
par &; mais b et ¢ sont premiers entre eux, done il fandra que b divise

y o+ %, de sorte qu'en nommant le guotient @’ on anra
ab—1+a'+ 5%
] ] b 2 % .
et comme « et £ sont chacun plus pefits que o» [+« - B* sera plus

. b? , , . b
R S . . e
peut que — - 1; par consequent @ sera plus petit que i
Or, mettant dans Péquation ci-dessus a’d i la place de 1+ &*+ 3%, et
divisant ensnite par &, on aura '
At=—a't? - zﬁcyt+ 28+ (P -+ &) b,

i*} OEavres de Lagrange, t. i, p. B59.
' 285,
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ol je remarque encore que tous les termes étant multipliés parz, excepté
ceux-ci
(y°+ 8 b,

il faudra que Ie nombre (* + 82} & soit divisible par ¢, et comme b ef ¢
sonl premiers entre eux, il faudra que 7% + 9 soit divisible par 2.

Si 'on multiplie 'équation que nous venons de trouver par o', elle
P pourra se mettre sous cette forme

Adt=(a't - ay + B3y + "+ 3 abd— (ay + B3),
ou bien sous celle-ci
Aa’t:(a’t—ka}f+§d‘)2+'y’{a’b—a’)+8’(a’bv—ﬂ*}—zaﬁyd‘;

mais on a
Cah =14 2t B

done I"équation précédente deviendra
Adt={a't +ay + 307+ p(1 4+ B2+ 82 {1 + o) — 2afiyd,
o’ est-h-dire

| - Adi=(al tay - B+ (By — adf 4yt 4

Or nous avons dit ci-dessus que 7* + 0% doit étre divisible par ¢, done
i il faudra aussi que le nombre

@t oy + P A By — ad)
le soit; mais on 2

f= m*-+ 3

done, par le Corollaire IT du Lemme, chacun des deux quotients sera né-
cessairement la somme de deux carrés: de sorte qu’on aura

P @=tipt gty et (@eay 4+ B0) - (By —adp=1(r4 s,
Done on aura, aprés avoir divisé toute I'équation par ¢,

Ad = p 4 gt s,

§
|
|
i




